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“出 版 说明 


《计算 数学 丛书 ?是 为 了 适应 计算 数学 和 计算 机 科学 的 发 
展 ， 配 合 高 等 院 校 计算 数学 教学 的 需要 而 组 织 的 一 套 参 考 读 
物 。 读 者 对 象 主要 是 高 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 学 生 、 
研究 生 ， 亦 可 供 高 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 教师 以 及 
工矿 企业 ,科研 单位 从 事 计 算 工作 的 技术 人 员 参 考 。 

本 丛书 向 读者 介绍 近代 计算 方法 的 一 些 主要 进展 及 其 返 
用 范围 和 实用 效果 。 每 种 书 集中 介绍 一 个 专题 ， 针 对 本 专 是 
的 近代 发 展 作 综合 性 的 介绍 ,内容 简明 扼要 , 重点 突出 , 有 分 
析 , 有 评价 ,力图 使 读者 对 该 专题 的 动向 和 发 展 趋势 得 到 一 个 
完整 的 了 解 。 

本 丛书 已 拟定 的 选 题 计 有 :《 线 性 代数 与 多 项 式 的 快速 算 
法 》 Globo do REALE, E EREE RD R M 
列 夫 空间 引 论 >、《 计 算 组 合 数学 >、《 样 条 与 插 信 >、< 有 限 条 形 
法 》、*k 广 义 道 矩阵 及 其 计算 方法 >、*《 非 线性 方程 迭代 解法 >、 
< 奇异 摄 动 中 的 边界 层 校 正法 >、< 沃 尔 什 函数 理论 与 应 用 》、 
«多项式 最 佳 怕 近 的 实现 >、< 坏 条 件 常 微分 方程 数值 解 >、《 误 
差分 析 >、¢ 最 小 二 乘 问题 的 数值 解法 >»、< 板 亮 间 题 非 协 调 方 
Ho. COE ICE BLUR», «Monte Carlo 方法 ?、《 差 分 格式 理 
论 ? 《高 维 偏 微分 方程 数值 解 ?等 二 十 余 种 ， 于 一 九 八 〇 年 初 
起 陆续 出 版 。 
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本 书 从 儿 个 侧 夯 论述 曲线 、 曲 面 拟 合 的 数值 方法 , 书 中 指 
出 了 单位 算 子 逼近 的 应 用 ， 探 讨 了 自 适应 的 曲线 拟 合同 常 微 
分 方程 反 解 的 联系 , 分 析 了 带 不 等 式 约束 的 样 条 函数 插值 法 ， 
构造 并 评述 了 各 种 局 部 有 逼近 的 数值 方法 ， 讨 论 了 分 片 伯 恩 斯 
坦 多 项 式 在 保 形 逼近 中 的 应 用 , 最 后 ,侧重 介绍 了 散乱 数据 的 
曲面 拟 合 方法 . 
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一 ji 一 


$1 单位 算 子 的 逼近 及 应 用 


函数 线性 空间 X 的 单位 算 子 了 ,是 指 对 于 任意 1E 子 醒 
BIS-S. WD- 称 为 微分 算 于 ,| 为 积分 算 子 , 有 了 ~ 
D|, 用 步 长 的 中 心 差分 算 子 多米 代替 D， 这 里 


3f (0) - F(-)- f (7 5). 


便 得 到 单位 算 子 的 逼近 算 子 CS, sortiert. 
为 了 研究 通 近 误差， 我 们 借助 符号 算 子 。 早 在 十 九 世纪 前 半 
期 ,一 些 数学 家 就 曾经 运用 符号 算 子 去 解决 一 些 数学 问题 , 符 
号 算 子 方法 就 是 通过 简捷 运算 发 现 一 些 有 用 的 数值 方法 ， 至 
于 这 些 数值 方法 的 有 效 性 和 误差 估计 等 仍 按 分 析 学 的 严格 理 
论 去 阐明， 
KSAH MERDE 
f (w+h) - (T+hD+ GP +) fe), 

注意 到 。 的 泰勒 级 数 形式 , 记 


e? =I --hD4- 577 — on" 


Tt, 


便 有 3f Go = (9? -f (a) = -ra 再 注意 
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到 积分 是 微分 的 逆 运 算 , 将 记 成 D^, 我们 得 到 磨 光 算 子 
反 近 单位 笋 子 的 误差 
2 D-tsh I D 

h 


2D-3/hD , MD? , KD’ eJ) 
z (2 27.81" 25.61 


r-$f =r- 


-I-— 


假定 A 是 定义 在 线性 空间 X EBIT RATER T,MCX 
是 一 个 线性 集合 ， 如 果 对 于 任意 的 PE 到 都 有 -49 一 2, 我 们 
便 称 算 子 4 对 MAREE, 如果 玖 一 Span{ %,…,2"!}， 
则 称 4 对 % 一 1 次 多 项 式 具 有 再 生性 ,或 称 4 具有 % 一 1 次 代 
数 精度 . 

由 此 可 知 ， 磨 光 算 子 对 一 次 多 项 式 有 再 生性 磨 光 算 子 
有 许多 应 用 。 取 磨 光 算 子 去 逼近 单位 算 子 可 得 到 数值 微分 公 


式 
KORLO fe 2" terzde), 


poires Y roe 
f (sh) -2f(o) - f (v — h) 
b? “ 
利用 磨 光 算 子 去 作用 折线 函数 ， 便 得 到 用 于 外 形 设计 的 形 形 


式 式 的 B 样 条 曲线 . | 
如 果 我 们 想 提高 磨 光 算 子 的 精度 , PUR UL, ERE om 


式 也 有 再 生性 ,一 个 简单 办 法 是 将 8=2sh 22. 写成 


- p(-2 zx! 

有 1=D| x (sh z) 
1 12 3 12.32 S. 12.82.52 1 «jJ 
z- 23.81 o 25. B1 à 28.1 5 十 ? 


MARE — rel 


3-4 


153 (5 3p 9 gag?) 
便 得 到 对 一 次 .三 次 .五 次 代数 多 项 式 有 再生 性 的 各 种 形式 的 
REAT. 
假定 4、B 都 是 定义 在 全 上 的 线性 算 子 ， 且 对 一 切 
M oCX RA ApCX, BEX, 定义 算 子 4 五 的 布尔 
(Boole) 和 


A®B=A+B-— AB, (1.1) 

我 们 将 4 了 看 成 单位 算 子 的 逼近 算 子 ,注意 到 PI, I4= 
A, IB=B, HARET I 看 成 是 单位 长 度 的 正方 形 面积 ， 
4.、 也 分 别 看 成 是 单位 长 度 的 逼近 值 ， 算 子 4B E AGB B 
近 单 位 算 子 的 误差, AIHE LCa, O), O 的 斜 线 部 分 给 出 ， 
图 1(o) 表 明 , 算 子 的 布尔 和 4 @@ 卫 能 更 精确 地 逼近 单位 

算 子 。 由 单位 算 子 的 逼近 ， 可 得 到 各 种 曲线 、 曲 面 的 表示 方 
法 ,事实 上 , 设 y 一 f(%) 是 被 到 近 的 曲线 , 注意 到 yf (2) 一 
Tc) ,将 单位 算 子 代 换 成 逼近 算 子 4, 便 得 到 f(z) 的 近似 曲 
Hyd) =A). HAARAF I HERKES TI 


的 事实 , 可 将 算 子 4 的 再 生 函 数 关 增 大 。 pps 2 | 


(a) 


ciens, AMIS, comm 
算 子 Co C10-+ C964, 决定 常数 Co; C1 Cs 使 算 子 
(coat 0,93 -- Cat) xl 
对 高 次 多 项 式 有 再 生性 ， 由 待定 系数 法 有 
(Cod ^ 6485 + ca") | ar 一 ja 
Rko ioni, = 工时 两 端 成 为 恒等式 ,4 一 2 时 求 得 
emp. 当 #3 内 对 于 取 定 的 oo=l ee ur, ER 
两 端 也 成 为 恒等式 ， 令 h~4 解 得 一 -830-， 不 难 验 明 Ee 
时 上 式 两 端 仍 成 为 恒等式 , 这 即 是 说 算 子 
& . 885 
(3t $4» )) 
对 五 次 多 项 式 具有 再 生性 。 
算 子 的 布尔 和 不 但 是 构造 康 斯 曲面 的 一 个 依据 ， 而 且 在 
数 人 方法 中 能 对 近似 解 进行 校正 。 仅 举例 说 明和 如下， 给 定 mw 
个 未 知 数 的 代数 方程 组 


a 


1 


Az—b,  A-(ajs« BERF. 
由 于 合 入 误差 影响 , 实际 上 , 我 们 只 能 求 得 着 和 矩阵 4 于 的 近似 
矩阵 A, 从 而 获得 的 近似 解 

£- À- 1, 
将 2 一 % 记 成 a%, s Jen MERE, 称 为 误差 阵 , 有 
gemis 1Az-- gg. , 
因此 ,近似 求解 的 过 程 , 可 看 成 单位 矩阵 了 作 IA 逼近 ,， 然 
后 令 414w 一 A- 场 作为 近似 解 ， 现 在 ,我 们 运用 布尔 和 作 解 
的 校正 , 作 AA 的 自身 布尔 和 
Gi=A-1ADA-14A = A-14 (2I— A-14) 
并 令 Gio 为 % 的 校正 解 , 即 | 
aO — Go =G A71b-2z— A Az, | 

可 以 预料 “中 比 % 更 精确 地 逼近 方程 组 的 准确 解 s。 用 数值 
例子 加 以 说 明 , 假定 


. /7.000 6.990 34.97 
4-( 4 oo0 4.0) "20.09: 
取 
4a 100.0 一 174.8 
4 "(100 "n 


{z= (1, 3)". MERE o= (2, 8)". WE IA 的 自身 布 

尔 和 , 并 进一步 求 得 = 1.8, 8)7, 这 说 明 w 中 比 更 接近 

v, WE AA 的 二 次 布尔 和 , BD 

Ga- 213404349434, 

并 令 s9-Ga-(31-843A4 (A714), 

EK w= (1.96, 8), ` 

THE ÁA 的 三 次 布尔 和 又 有 ze) 一 (1.992, 3)? 等 等 . 
-s 


s2 BEREAN 


B BEA J£, THERE I CIT. A, 其 基本 理论 在 
XREN PIPA TRAME 这 里 作 一 概述 ,为 了 书写 方便 ， 


KERI E WAB PER AA. 
BESO 在 [w LEER, (o [a, b] 中 互 异 节点 , 称 
EJ Piti,” t, Yi iex] f | . 
= [wi, mat ite] f — [tit gua, ***, Vix] f. 
9 Oe 


为 函数 f(m) TE vi, mua, ty Ou AAI E BE 3E P. XX Hoy] f 
EFR f (s) e e, ABS ERI, BARGER Newton 形式 , 容 
PAH 
[wr, V1, tes Vul f f) 关于 9s vua, ts Rire HR 
k KRAE BLEU R ER. 
EFR Dm tar cn, Cua] f 1 FOR EAR H, 利用 Peano 核 
定理 , HRHWFREA BERAR. BE 
Jæ) €C*(a, 51, ai mua us 
HET 01, XE f (o) d£ a hb Teylor 展开 有 。 ， 
J= ataf aH 
4 SES JEV (a) f ec op go (2)dt, 
两 边 作 关于 ty Vui, tns Cu 的 阶 差 商 ， 有 
[2;, 2163, Us Za] f 
-f [li Cisis tt Dir] (CO Á- S. dt, 
这 里 二 max(0; 人 ,注意 到 — 


-- 8 一 


iik fE 
[to vua, tnt eal] 0 2 e 


$5 
ws) - HG 2), 
Mb ttur 时 (o; t)i 20; 24 £m BE 
-Hm= 
进而 
Lti, 2441, "t, 24x] (— 057 
= [Ti Bitia t, Car] (* 5)" 720, 
故 有 
fwi, Titt, t5, ix] f 
= tus sas s od oot? D Osa 
定义 1 称 
Bix(2) = (Sie ti) [9 253, S Vita Cp) (2.1) 
为 具有 结 点 e, Sua, ce, cuu H ki BER. | 
这 样 ,了 3 样 条 是 将 差 商 和 导数 联系 起 来 的 重要 工具 , 同一 
有 阶 的 差 商 .导数 对 应 相同 阶 的 B 样 条 , 即 有 


1 uk (k) (A 
Bity 04 . Ba 全 1) ! di. 
(2.2) 


从 分 析 学 看 , E Vr B 样 条 可 看 成 b 阶 差 商 的 Peano Hi 
数 ,从 几何 上 看 ,B 样 条 是 两 个 多 面体 的 体积 比 . 

引 理 1 (Hermite-Gennochi 公式 ) 给 定 区 间 [c, 门 的 一 
个 分 划 me dm zo e m mb. 假定 了 (z) CO" o, 5], W 
有 | | | 

[*o, vi, ts Balf -[ M JO (logo tpt T futs) dtd, 


; (2.8) 


æ 了 — 


[zs Us Birl f= 


Mob s" E n HEIRAGEE 


s= fita t$ is) 520, BD t1, $-1, 2, Au n}, 
~ f- 


bmi- Sh, 
证 明 neins- 1), C-DEWRN 
freeraoma = | Go amat dts m E, ef. 
假设 "一 4 一 1 时 (2.3) 成 立 ， 按 积 从 的 定义 (3.3) 右 端 等 于 


i i~t i1-—h-——ix- 
f. dis f dise | J? (aoo -- ^-^ vty) dy 


o 
= 二 一 一 | JOP (mo 4-13 (0x — 29) tette- (1 t0) 
y To Jar 
十 (ay — zo) (1—&--:- —hy 1))dly rr dia 
-f JOP (ao A ta (2 — 29) 4-77 
T br a (9.1 Lo) ) dy a7 dE], i. 
上 式 右 喘 第 一 个 积分 中 , 记 所 = 并 - S t WAR 


f. 979 (mta M y t trt) di, -dtu 
即 等 于 [zz 2e, c, zm]f， 同 理 在 第 二 个 积分 中 , 记 
| 加 一 一 3 hj. 
它 等 于 | JOY rotot om caf i) diy 47 ds, 


Bp [zo, Tis ***, ty) f, 整理 之 ， 上 面 等 式 右 端 便 等 于 [wo， "yg 
由 公式 (2.2), 记 JPO —g(), WE 


— B -— 


mi Pese 


(ien 


=| genter maa) dts dit, 


其 中 如 = 上 一 Sity, 作 变 换 


1 — tit (wua 2) fi t (8s — mi), 
Ya = bat tasti t "+ Gaul, 


$9-9eenrsóovescsaseotoveseececottot 


(2.4) 


Yn = bat aniti t Ut T anis, 
其 中 ay 可 以 这 样 选取 , 使 得 关于 t n, URGES 
ST OO. AERIS. 4) 8 s^ KRAH o", BD 


f. gt (Sua 7 bat … 十 (ern— wi) ta) di , di, 
-| ro | Str [aga 
ERS I=L 注意 到 i 的 体积 Vol(s") 等 于 i, 便 有 


(ien 


i 
-| 0699 vay dys djs 
[l7 Vol((gi, e, 44) Eo"| yi D o (dt, 


Gu memi. Beso 


s n Vol(g5 
注意 到 9( 纺 的 任意 性 , EA 
(musa c) Vol((yi, ***, ya) € o" |g1 = 
Bı, (H) - 258. Mee AI Q.5) 


Hp o” 是 由 (2 的 所 定义 的 多 面体 | A5 (2.0) 9k Jy Curry- 
Sohoenberg 关系 式 . 这 个 关系 式 被 de Boor 作 了 推广 (1976 
年 ), 将 它 作为 多 元 B 样 条 的 一 种 定义 ， 


Cc (rt, 小 


(1, 0) 


(0, 0) (0, 1) 
8g 
e e 
wa | 
以 2 阶 B. FAROS AL ERARD), 3, o? 如 图 2. 
A, B. O BAS — A AB HIE RE, RE A, BOO 不 共 线 便 


Ba sco S HR OTT URGET 


th WER A= (oo 0), B= (255, 
0), O= (tiris 1) 4E W 3, 
C(2,4) B; T y= t 截取 AABO 
HKE. 3f ELI £C (o mas) 
HIB OSTO, REER M 
通常 理解 的 B 样 条 图 形 . 
y 00 美 于 万 样 条 性 质 , 列举 如 
4(m0) t B(zaa) T 
ms O VES Ba(o)d 
(2, anma) 了 一 记 过 二 有一 夺 中 是 双开 次 代数 多 项 式 ， 
Bes) €C*?(—oco, ooe)。、Boas(oO) 的 天 一 工 阶 导数 在 mi mia, 
一 10 一 


ou wur RA B RRR R E. 
QD) DEAE BSE = (tw)9(), 由 差 商 的 Leibniz 


公式 有 
Pitk — U 
[T vi t5 Birl f = [tir c Silo 
Cite Vi 
æ — v; 
T——À e, e, ur- p, 
Vitk™ 04 


4 f 一 (一) 和 = (072) G2) 17, BRE B REATUS 
TEAR | 


$—20; Biy L 
Bio) E" ux 一 Bia(2) + puer i Biaca(2), 
itk- i i+ 


k=2, 3, =; (2.6) 


者 记 - 
Bi, x2) = Cei — t) Qi (o) Qi (t) = Îr; 7 Birk] ( -s)i! 
则 又 有 


ZV 
Qir) = ui 3 Que-l) + 
其 中 | 

Bi (£) = (t1 wi) [zs Tia] ( =g)? -| 


人 一 化 , 
xlo), (2.6 
BATE urala), Q6) 


1 «€ (2, Tial, 
0 DE (vi, til. 
| (2.7) 
也 即 是 讲 ， 将 间断 函数 Buo Bui 按 (2.6) 进 行 线性 组 合 便 
得 到 连续 函数 Bia(o)。 再 则 , 由 连续 函数 Bos 和 Bia 的 组 
合 得 到 了 一 阶 导 数 连续 的 三 阶 B 样 条 Boe) 如 此 等 等 . 
(ii) 局 部 非 零 性 ”注意 到 (2.6)、(2.7) 利 用 归纳 法 便 导 
a Bu(z)—-0, ZE (wi, ma), 
B,,(4)70, «Cm, ej 
k=1, 2, *-, 


« 2.8) 
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M wE [o eui] I, ELE ERR IS QD) JEHE REL DURS 
kA B FER. Biomi), 7s Box(o) 在 [zu 2,41] EEF, X 
似 于 差 商 表 ,我 们 得 到 B. 样 条 计算 的 格式 如 下 表 ， 

R1 《箭头 未 计算 方向 ) 


0 
0 Bi-a,4 (2) 
0 B... 
og aio 
0 Bi-1,2(72) 
l | Bom) c 
1- Bi1(%) Bs-1,4(7) 
Bu» (a) 
Bis (2) 
0 Bi,4a(%) 
0 
0 
0 


x1 m, TUR B,4(2), 4—8«j«i 四 个 函数 在 [wu 2441] EF, 
它 由 B;,1(%) 通 过 箭头 指示 方向 逐个 计算 出 来 , 
B 样 条 一 个 极 重要 性 质 是 它 组 成 样 条 函数 的 基底 ， 
定义 2 对 于 [4, 要 的 一 个 扩大 分 划 
M, Wi WV am my or maa 
SIL M L M 
称 函 数 
su) -Sait S Bassi] (1) I, a«a«b (2.9) 


为 定义 在 [w, 0] LETAR oc f k Hr (6—1 V) RE AR RC. 
这 里 os, B, 均 系 常数 ， 全 体 s(z) 组 成 一 线性 空间 , 记 之 为 
Sp(D*, x). | 
引 理 2 线性 空间 Sp(D*, m) 的 维 数 为 mw。 
证 明 ”只 需 证 明 函 数 系 


~ 42 一 


JV uuu, s a, (rm mas ns (2) 571], 
ax oe b (2.10) 
是 线性 无 关 的 ， 事 实 上 , VA 线性 相关 ， 则 存在 一 组 不 全 为 
"enm a, b; 使 得 


k—1 n-k 
Samt S by (o me) E0, axuv«b, 
j-v fz 


A <L Oy. 推 得 Sag’ =0, 从 而 a;=0, j=0, 1, Ut k-i; 令 
ANE a ER T bim 0; M Urta EKES 又 导致 加 =0; 最 
后 当 En Og el 时 有 b, 7-0. WHE. 
引 理 3(de Boor fil Fix[1978]) 假定 m 是 一 个 线性 泛 
Bi, 它 被 定义 为 | 
nfa Dd (2.11) 
这 里 U^ (a) = (mia 8) Qai 8) / (712 
v; € (a, 2,4) , 则 有 
MBa 29, 34 —9 3 RA, (2.12) 
其 中 Bpr O) 是 关于 ay, …， mus HI b Br B FEAR. 
证 明 直接 计算 有 UC 
MBjix(z) = S opile ot, 


Eiry U 
wj 一 ue j) ， 


而 ulemo) k=l - 3 (—-1) k-i-np(G-1-n (vj) 
x (£—1) te (k—7) (=i) (mro 
k-i 


-(—-1) k-i (k—1)! SOT T a-i- (um, 
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JUI, 当 civ, AEA uaa) —0; 当 n BI, EX 
端 求 和 部 分 恰好 是 V (s) Bt s Af Taylor 展开 式 , 而 取 值 于 
a, BbA(m-«e)t:-(-1)3(k—1)!V(am). RM, 不论 哪 
一 种 情况 者 有 
Mw oF -(—1)(0—1)!]' (a) (oT). (2.13) 
从 而 
NBC) = (71 01)! S o, P o) (791 


= (—1) (k-1)1(2,,5—2,) 
X [25, 25,3, Pir] D: (9), 
这 里 Dæ) — V (e) (z—v)1. 

EX leiti, «e, itki d P(e) —0, XO Dec B] 
(zi 7) ? —0, KK Kiti B, BA Dl) —0; 换言之 , 当 
jt Ei EI] j«i— D) BER di (3) =0, B 

[2;, US, wk | B=0, M jxi—i 时 成 立 . 
当 了 = 了 十 工 十 天 一 工时 Go — V (s) -0. X4 aik 
Mb, Pie) -V (a) (7701 - 7 (e). JT, Mjoi MG 
D: (aj) V (25) RRA 
[2;, ^, irl B= [ep ^, trl :—0, jj>i, 
最 后 ,研究 j= i 的 情况 , 作 辅助 函数 
pæ) =P (a) (a —a)/ (Cirk t), 
容易 验 明 
plo) =0:(2ù), 1—6,4-4-1, =, itk. 
从 而 [25 ^, Vix]: [ti «5, muulp 
— 1 
COD ar T 
综合 上 面 三 种 情况 , 便 有 XiBjxz= dy WEE, 
定理 1 B 样 条 函数 系 
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La= {B1 (£), Bo, (æ), ^ Boso) (2.14) 
HR k 阶 样 条 函数 空间 Sp, mm) 的 基底 . 、 
证 明 施 以 反 证 法 , 假设 .2s 线性 相关 , 即 存在 不 全 为 零 
的 常数 cy 使 得 


cB; un(e) m0,  a«z«b, 
j= 


注意 B 样 条 的 局 部 非 零 性 质 , 总 可 选取 z.€ [w b], 于是， 
id EXCESS RC f, EDEN aC [a, HON E, TERI 
v, € [ww b), 则 对 任意 ”有 J (02 一 0, Ki xf —0. BUS 


D opaB, x (o) 一 4 一 0， $-—1, 2, e, n, 
1=1 


另 一 方面 ,容易 看 出 Bree) CSpCD*, x), 这 就 说 明 Za Xn 
维 线性 空间 SpCD*, xw) 的 基底 .证 毕 . 

注意 , 如 果 [4, 分 划 的 序号 为 
90; Bopp nt o m (i ga err, m bo, ar nb 
IK 据 定 理工 函数 系 

F= {B-r 2), Bam), +, Bacau(2)) (2.14) 
将 组 成 相应 样 条 函数 空间 的 基底 . 

定理 2(Marsden 恒等式 ) 下 列 关系 式 成 立 ， 


(e —1) e -$ (2541 =e (wpp—1 —t) Bx (2), 3 


—oco«i«oo, 
(z— s) k-i =S (ayy =t) (CAR —m) ? (2 .15) 
X c (25,2) Bir), 
l=k+1, =, n. J 


证 明 (Es) = (eaw) CBp(D* m), LE kr, enun, 
故 可 由 了 Zs 线性 表 出 , 即 
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(;—2)t1 -$ cB; (£), 
按 de Boor 和 Fix 引 理 两 边 取 泛 函 ,注意 到 (2.18) 便 有 
=u (n - 2) 
= (71) (5-1) UU (a) (2 
一 (2, — 0,1) Us (*1— 24, x1) (ei — v) $, 
从 而 成 立 着 关系 式 
(2,2) 
-È aen) (e—a) Qi) 15 (2), 
HANE- €Sp(D*, w) 有 
M(— 1) k-i.. 3 (一 1)71-npa-1- (m) 
e (mA (E —1)-- (E r) 
= GD! 0*7 yan a 
Uc Eir ‘ 
=(k=1)! P), 
故 . 


(s— 1?) taS ep Dra 0) B, so), 


注意 到 (o2) - EM (7 1)*(a—a)5-! BOE 
(o—2)57 TEX — 20) t (1 ci 1) 
x [1— (m~r) 3] B, (2). 
取 一 wyyz, 上 式 写成 
(z—2)k1-— M = £i) (taa) 


X (oua =a) Birle), 
ing. 


注意 到 7 选取 的 任意 性 ,也 可 将 上 式 写成 
(e—a) = Xs ~mi) (5,27 2) 4 


xe CN =z) Birle). 

下 面 举 出 de Boor 和 Fix 引 理 的 二 个 应 用 。 

FII AL 构造 曲线 

ERA SES D, 中 时 有 

f-XDfBaG), ^ (Q0) 
换言之 ,任意 曲线 9 一 9(2) 的 样 条 逼近 
z=Ag (w) = MgB; (2), 
M g C SpCD*, w) 它 有 再 生性 质 , 即 Ag—g. (2.10) dE H, 线 
性 空间 SpCD*, wm) 的 任 一 元 素 f, 它 可 由 基底 am {Brr …， 
BoJ RER, BERAN MS. 

B 样 条 函数 是 具有 最 小 支 集 的 样 条 函数 事实 上 ， 在 
SpCQD*, DHELE RA 9, E Eln, 23], j<i+k 外 恒 为 零 。 
依据 vi 选 法 的 任意 性 , 我 们 选取 一 切 mm 均 不 属于 [zx el, 于 
是 利用 de Boor 和 Fix 引 理 求 得 9 三 0, vE [a, b] sr. 

FERIHA B 样 条 级 数 的 数值 运算 ,首先 在 (2.2) 
中 令 J OQ 是 次 多 项 式 , 便 得 到 面积 公式 


RETI [e Bx) dz 一 工 


对 于 [ww 四 的 一 个 扩大 了 的 分 划 
T, qe n y m Ee ra C ga 
—b« a a ga, 
3j eC [oo vui] c to b], 5E B FEAR BS SCRURE 
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à Bi,p(w) = B; (a) 


dk 
4 
一 D>) EZAT Urs, Tir] (* 一 2) n1 
j-41-k 
i 
一 > v, MEN (=a) g 


= [wna ti] C ~s)! 
— lona, s e] Ce 2s 
= [245 7, vul ~e)" =1, 
故 有 
Bo)=1, amb, k>2, (2.17) 
研究 级 数 so) = 320, B, (2) RERA, 这 里 了 的 上 下 


限 故 意 未 标 出 , 它 对 于 有 限 求 和 或 无 限 求 和 都 适应 由 (2.6) 
4 | 
s) 7 Xo, s Pra) 


Ve ki 177 Üp 


No. Era TE r+l, k-i (æ) 
r Ve Tri 


=E P(e) Brea), (2.18) 
HP am(o) = (x — 2.) o, 4- (Zr i1) 0 3 a —0 
OZxzAN-I 一 Or , ” 
进一步 ,我 们 导 得 了 递 推 关系 
s(%) = 20 (e) Br (æ), j=0, 1, Ut, k-i, 
Oy, j=0, 


ali (g) = (& — v.) (a) 十 (£v, y .,— Wo (x) ,įj>0, 
Vr ki Ur 
co (æ) =0, 
(2.19) 
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LU UTR 


这 表明 s(2) E kj Ur B. RARI REAA, INREESUES A 
不 是 常数 ,而 是 关于 ww 的 j 次 多 项 式 . 

下 面 仅 就 Lw, 外 的 分 划 是 单 结 点 的 情况 来 讨论 ， S 
j-k-1, Bog o, b] PRSE A o WEEDS, cult, 于 是 


1, r-6 
B,, -j ) =B, = Í 7 
k (2) 1(9) le rži. 
因而 有 
s(æ) o" (a), amma, (2.20) 


从 递 扒 关系 式 我 们 知道 ， 要 计算 we) 需要 用 到 on as, 
Qika t7, 0G 的 值 , 参见 下 表 : 


X* 2 
Qi 17704 ua (X) 
|^ agus 

om Prr 0) g 

Qimet — 0d, S (ur) tol alti" (a) 
af, s (m) : aV (a) 

1 : : alk- 1 (z) 
ai fol 

4-1 d i ) all (z) 


a; =a" (x) 


下 面 , 导 出 sz) 分 片 表达 式 的 矩阵 形式 , 由 于 
Ss(%) =" (a), TUS Tiis 


(wp—w)ol 11 (2) + (0,1 re) in (ar) 
Bipi Ti M 


而 o (2- 


令 =u, 其 中 dotzo M wE [wm sad 


v 


uE [0, 1], ERTER 
-1 1 
OROEN GEO 


alti" (a) 


oj (a) /- (2.21) 
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进而 导 得 

/~1 0 1 
e (æ) = (w, u D 2 0 0 
0 1 0 


— Ári pn 


0 
Arit Atia Att Ati 
Za Zo a 0 
° Ati + Atia dz; + Za. 4 
0 一 Aoi Zo; 
` AeuideAey Atit A, 
alti (a) 
“| oi? (2) |, (2.22) 
apti) 


如 此 等 等 . 
进一步 ,我 们 研究 B 样 条 级 数 的 求 导 公式 , 注意 
Be(z) = (oss, Us 9x) — [os Us gil) (0—0) t, 


有 x Boo) 一 一 (k—1) (Lenis Ut, tiga] 


— [s 0, Vi,x1]) C 2) t? 


一 (8 一 -1 (Zel Barale) _ Burra) 


J 
V; x1 — 0i Bizk — Vizi 


从 而 
地 oa 从- (k-1) Ca iG) 


Dik 1— ti 


-5 —BÀ ; Pes (2) 


i Dirk 一 Big 


= (k— 1)3 A CC zB. rilo). 


Tiik- 
特别 的 有 
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Ao BaBa) = -Si«- 1- t Boy a(2), l 


ipk-t 74i 


0, ., 705,170, j 


进一步 ,我 们 可 求 得 高 阶 导 数 
E (ZaBala) -Ed Basa), (2.23) 


其 中 
Cr， 当 j =0, 
olt = UI gli . 
CE (-D, 4j>0, 


下 面 我 们 来 叙述 等 距 分 划 的 B 样 条 函数 .假定 等 距 节 
点 wm; 的 步 长 为 及 由 (2.3) 有 
Bi,x (2) 一 (viry— 24) [%;, Oii, 5, ix] C 一 人 全 


A (wi;— 2) 1 
= hh kth” 


-5is(mrTy" /u-), 
HP E A S 是 对 .ww 作用 的 且 步 长 为 十 


定义 3 称 Al) =- r 的 步 长 为 了 为 等 中 分 


布 的 阶 B REA GG, 文献 中 也 记 Quai) 29 Mi). 
容易 看 出 函数 系 


2,-12..(—5—), i- bt S N-1} 
|. (2.24) 
构成 了 等 距 分 划 (z= =, k4N-1=n) 


I; Dpp ttt Uca X o 0 Ge, rt 
DPT y a 


的 样 条 函数 空间 Sp (DF, m) 的 基底 . 
关于 人 Op(w) 的 性 质 列举 如 下 


O 9,6 -LH( ea) 
RA 
或 0-2 (es -j) /*. 


i) Q,(—2) —Q,(2); 
Q,(m)m0, lel > ETL, 


GD eif AOE, 


. æ \kti 
^ 8m y. 
其 中 E - | . 


' 2 
G) PSAS a.(-0f9 Odi, 531, 


a "ELE a (55) om raton. 


在 本 节 的 末尾 ,我 们 叙述 V. D EFEM, 
给 定 序列 UIS, HP har, t= remta, lui 
th 如 同 第 并 F 我 们 建立 对 上 述 分 划 的 B 样 条 系 
Bis), *, Bar), S l 


s) - 31aB.. 2, . (2.25) 
HE 3 BG) =1, BíaG)20, FEN fecta BE 


Min fo x, **, y «s(z) «Max(osi y, ***, he 
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下 面 ,我 们 引用 de Boor 的 一 个 结果 | 
引 理 & 如 果 s(o) -DB sz) 和 对 于 序列 守之 … 之 rr 


F slra slr) «0, 6 二 2,…, nr Hr. 354, 可 以 找到 一 组 
"FAR 
«je mum 
使 得 
&4B,, ps) 770, à—1, 2, =e, m, (2.260) 

由 上 面 的 引 理 我 们 推 得 , B, (vo) 0, 也 即 是 说 Gm 
ios 系数 os, 必须 非 零 , BHR s(wi) 同 号 .进一步 , DOE FEAR ER 
数 sl) =E aB, Qo) EFEN (5, tud A k—1 4 UB, 于 是 
在 (如 &,:) KATRA CA] ea vu, fi (4 :)s(v) <0, 
j-2,:5, k. EH5] B, TEE EAT Bg SHU buen 使 得 
BoC) #0 Hasle) 70, j=, =, k, 但 是 ,由 于 Tu ns Ty 
UFAR DR 8] Cs, 5,3) , T 38 3C, tD BUR EAS B EAR 
Bioass(2),*s, Bus) AER, TE Gitti- 4 (j—1)— 
i—krj, 并 且 

atsl tD 0, j-1,2,-, k , 

我 们 知道 s(2) EDU, Gd] RMT RA ins yo 根据 
上 述 分 析 ， 这 个 系数 必 y 
须 轮 流 严格 变 号 ， 并 且 
B s 的 符号 一 致 ， 如 果 
SO) 在 区 fI DA, tl 
端点 是 正 的 , 则 ou uus, 
or, 05; Be Ic ES] RICO ix 
也 必须 是 正 的 .这 个 特 
性 ,使 我 们 深 抱 希望 , 通 。 7095000 9:18 (2) 70 
过 系数 刻画 s(o) 的 大 致 图 4 4 一 4 的 情况 


a8 (2) >0 


$i 
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3E iff, | 
由 引 理 4 直接 可 得 V.D 逼近 定理 . 


定理 3 PREK S oou (o) tila, 可 的 变 号 数目 不 超 
过 系数 oy 变 号 的 数目 . 
现在 , 我 们 令 


e mie f luas, i-1,2,--,n, (2.27) 
则 由 引 理 8 并 记 
f -PEsB,s(o) E 
有 Mf -=$ aB; y (v) — o 
SSES G9) (7 D) V (s) 
* 3 (C DYIP (w) (DP C), (2.28) 


这 里 V (2) = (5,32) Q2 2)/ (E—1)! 
-(—-2)*/(E—1)! 


+( 3 hus ) (—2)?/ (E—1) ! 十 低 阶 项 ， 
vi 位 于 开 区 闻 GS 5) 中， 


记 [4| = maz t, 
则 当 t 充分 小 时 有 
Paol). 
TjES o0 


m=f (v) Ot). 
注意 , 由 于 


qoc» (o) = (- 1 ( -e4 2/71) ), 
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* 
LM d Ej 


LMS 


i PD (g) =0, A v =t, Ki x 
a= f (2) -OC]4|9). 
对 于 [4, 了 上 给 定 的 函数 9, WERKE O 


VB) Brle), wE[a, 5], (2.29) 
MER S Ela 级 的 变 号 次 数 , 则 有 
VDI SD). (2.80) 


公式 (2.29) 就 是 J. Shoenberg 于 1966 年 提出 并 论证 了 
的 变 号 缩减 样 条 逼近 , 简称 V.D 逼近 .这 种 逼近 能 再 生 一 次 
多 项 式 ， 事 实 上 , 假定 Kz) 是 一 次 多 项 式 ; 则 有 

71(%) -EeBa, 

GROGSURR Hal. 0000 

V.D 逼近 公式 (2.29) 的 一 个 优点 是 有 局 部 逼近 性 质 ,， 即 
E to tud) E Vs 仅 依赖 于 9 esi), S, 9008] 48. 其 次 ， 
具有 变 号 缩减 性 质 , 旦 计算 简单 ， 近年 来 被 利用 来 建立 外 形 没 
计 的 曲线 拟 合 寞 型 . i 

取 步 长 为 h 的 等 距 分 划 , 有 

ft 


Bao) = o, (£51), 


V.D 逼近 变 成 磨 光 公式 - 
n tia 
Y, -Ssespa (1), . Q.80 


一 25 一 


第 m 章 
全 局 通 近 法 


$1 自 适 应 的 曲线 拟 合法 


1-1 概况 

BRIILENE - HEADER QUE RR B 
定 考虑 的 是 连续 函数 空间 C Ca, d). 

y=f(x), oa<r<b 

是 定义 在 区 间 La, 5] 上 的 曲线 , BAADER - 步 是 选择 好 
曲线 模型 ” 

. | y= -F, z), arb, 
XX HL e (c, ca，…， 6,) 含 有 nn 个 参数 . 车 取 [a， 加 上 的 一 组 
RETEK {o 为 基 , 将 了 (6, z) 表 成 


y-3jp (a), a«s«b, 
称 上 式 右 端 为 了 (2) 的 线性 通 近 函数 , ci …，o, 为 线性 逼近 参 


数 . 
在 掏 线 拟 合 问题 中 ， H RAER EENE EAR, 即 


y=F Q, d, «) =pog, 2) - Eie d, a). 


RA H e= (es, C23, 75, PRA £X EE XE S n. d= (di, da, ttt, 
to) 称 为 非 线 性 逼近 参数 ,一 个 这 方面 的 重要 例子 是 令 gn, 
polg, c) =0, ifti o;(d, €) —-exp(—d;e), j=1, 2, t, 8, 下 
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Hi, FIRLAR EREDE AAK: 
g —a--be7*, 
y-ae 7 

y-acos(br4-c) RER acosys+ Bsin-ys, 
y=a+be 4- ce 3*, O 
y= (a--bz)e7*. 

这 里 a, b, e, 4, 均 系 待定 参数 . 

通常 ,采用 疡 模 来 表示 曲线 拟 合 的 误差 , 记 

. e(z) =f (æ) —F Q, 2), 
eo) I 刀 模 被 定义 为 | 

lel, f el) leta) len}, 
这 里 o(o) 称 为 权 函 数 , o(2) 0 且 不 恒 等 于 霍 ,o<z<5， 曲 
线 模型 的 参数 这 样 选择 , 使 
le], — min, 
Xi p BUR 1, 2, oo, 如 果 2=2， 便 是 最 小 二 R, p—oo 
JE LEE SOEDT, 

WEJ (m) 以 离散 形式 给 出 ， 妈 给 出 一 组 型 什 点 Cn, fa. 
$—1, 2, =, m(mzn) ,相应 的 p 模 取 成 i 
mE lel- Sosa), 

ES ecfiF(ode). fi 一 fw) ,co 是 相应 于 (zi) 的 权 系 
数 . 


—bz. 
2 


PORE UR o): 是 曲线 遂 近 头等 重要 的 事 ， 无 疑 , 不 
同 问 题 应 有 不 同 选 法 ， 力 学 的 背景 是 决定 {yj}? 的 一 个 重要 
手段 ; 由 于 电子 计算 机 的 发 展 , EROR n /0, 671,2, =, 
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m 特征 和 专用 数值 软件 (必要 时 增加 人 机 对 话 ) 由 机 器 作出 模 
型 和 方法 的 选择 是 近年 来 国外 所 重视 的 一 个 研究 课题 。 这 一 
方法 ， 称 之 为 自 适应 的 曲线 拟 合法 ， 无 疑 , 按照 p 模 的 要 求 ， 
由 机 器 对 代数 多 项 式 、 指数 函数 , 三 角 函 数 、 样 条 函数 等 作出 
选择 , 这 样 的 数值 软件 是 能 够 研制 的 。 

Aug ili y P (e, o) fla, 引 中 任 一 点 的 值 , E 曲线 
y 一 f(z) 在 整个 区 间 [2, 外 的 特性 有 关 , 则 称 y= 也 (6, o) 是 
9 一 /ce) 的 全 局 表示 曲线 ， 如 果 更 线 9 一 也 (8, 四) 每 一 点 的 什 
仅 与 9 一 /(o) 在 这 点 附近 的 特性 有 关 ， 便 称 g 一 卫 (e, 42) 为 局 
部 表示 曲线 , 其 相应 的 数值 方法 称 之 为 局 部 表示 法 。 全 局 代 
数 多 项 式 插值 是 全 局 表示 法 ; 而 分 片 三 次 Hermite 插值 法 是 
局 部 表示 法 .本 章 将 叙述 曲线 表示 的 全 局 表示 法 . 

在 数 信 方 法 的 研究 中 , 适当 的 引入 自 变量 的 痊 换 , 能 提高 
置 近 的 效果 。 例 如, 引入 双 线 性 变换 0700 


x= $t" 
l4-uc 


如 果 ?E L-1, 2,SEK, X GL-1, 1], 本 章 参 考 文献 [9] 举 
出 了 一 个 例子 ,7(o exp (D), 1<0<5, Ste Ru 
RF, 车 4 不 作 变换 ; 为 了 达到 五 位 准确 数字 , 需要 取 18 项 ， 
而 作 变 效 后 只 需 取 汪 需 ， 此 外 “也 可 取 对 数 或 倒数 作 自 变量 
HER, 

在 昌 线 表示 的 全 局 方法 中 ， 常 有 的 有 畏 什 方法 和 最 小 一 
乘法 ， 下 面 指出 离散 情况 下 ， 最 小 二 乘法 和 插值 法 的 联系 . 
AERAJ O 的 一 组 观测 数据 (co J), i1, 2, ， 

AM S og Gr) DER (urn), BAE m HE F2 bd f 
向 量 组 | 
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, [ul c1, 


pilt) palæ) p.01) 
XQ pı (ea) Xa 7a e) e X. 9n M 
g1 (2m) ga (Xs) pn (9m) 


是 线性 无 关 的 。 记 
| (F, 9-3 fae. 
所 谓 离散 情况 下 , 函数 了 (2) 的 最 佳 逼近 元 素 , 是 选取 6; 使 
Se(fe)-So(m)) =min Q3 
容易 导出 上 述 问题 的 是 存在 , 叭 一 的 ， Re h FAI ER 
给 出 


(pa, 1) Ci 十 (b, gayes 十 …， + (pai, poem, 02, 
(ga, PI) C1+ (pa, 9236s ca 十 … “+ pa, pn) en— uu 9s, 


éee9»uosescecosesntscsonsceoco soscoctovesnaesceosteossast^enoavepitos 


(gu, Q1) C1-- (go, Qa) Ca- + (pa, pu)e m (f, Pa). 


| (1.3) 
特别 地 , 当 ou on, Pa 正 交 时 ,有 
Q= ie EE $-1,2,-.,^5,.. - (1.8) 
BU, BUE men, X oO EF AN ETEEN A: 
Xon) f on), k=1, 2, O ou) 


由 于 Xe Xa o, Xn 是 线性 无 关 的 ， 因 而 播 值 问题 
1. 的 解 是 存在 且 唯 一 的 ， 也 即 是 说 能 找到 一 组 G4 使 .. 


Sod fa) -ein ) =0, 
再 由 (1.2) 解 的 存在 唯一 性 , 便 知人 是 红 .3) 的 解 . 六 意味 着 ， 
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在 Xi Xa o, XS 线性 无 关 的 假设 下 ,最 小 二 乘法 具有 播 
值 法 的 自 适 应 性 . | 

Br EL, SLE H8 (1.1) BERE SC BS IT R HA (Xt 是 线性 无 关 
BU, SEEK, 景 小 二 乘法 (1.2) 的 解 (1.8)， 当 m=n 时 便 成 为 揪 
值 问题 G.A 的 解 ， 

特别 地 , 若 Xe Xo e, X, 是 两 两 正 交 的 向 量 组 , WK 
(1.2) RE: (1..8)' 给 出 , 4 m 一 n 时 便 成 为 插值 间 题 (1.4) 
的 解 . 

为 了 减少 计算 量 , 选取 正 交 向 量 组 为 基 是 重要 的 ， 下 面 ， 
我 们 研究 回 贝 谢 夫 多 项 式 在 这 一 问题 中 的 应 用 . 

1-2” 自 适应 的 代数 多 项 式 拟 合法 ， 

在 曲线 拟 合 中 , 代数 多 项 式 是 一 个 基本 函数 类 ; 现在 , 选 
到 第 一 类 契 贝 谢 夫 多 项 式 {zw(e)] 为 基 函 数 ， 我 们 将 导出 一 
类 公式 , BOEOCT HUE, 也 适合 于 最 小 二 乘 拟 合 , 也 即 是 
说 契 贝 澳 夫 多 项 式 有 插值 和 最 小 二 乘法 的 自 适应 性 ， 第 一 类 
奥 贝 谢 夫 多 项 式 被 定义 为 


T.(a)*cosnÓ, 0<b<m， 
C08 0 =%, | ]el«4. | Q5 
51381 Hg Wa AO 
y= SY ePi), (16) 
Z/ 表示 对 天 求 和 时 ,4 一 0 的 系数 me 要 除 以 2， 那么 有 
y-3 0-3), (T) 
这 里 的 满足 递 推 关系 MN 
b= 220,4 — berat Cp; b n, n—1, <, 0; 
bai Öna = 0, j : 5 
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bot yb rp 


证 明 注意 到 奖 贝 谢 夫 多 项 式 的 递 推 关系 
T) = 2T pa (E) — T3 8(2), EF=0, 1, 5 | 
' Ta(2) -232—1;, T. 1(2) =%, 
XFTAE— HOM bMS ,其 中 bari 5,50, 我 们 有 


上 式 两 端 加 ES oT (w) ,再 合并 同类 项 有 
Syn.) =od g 


+ È Gba bua bebo) Tela), 
现在 , 选择 一 组 {6x3 满足 (1.8), 便 有 

| l PAO) -i (2bo— 25,5 —c0), 
利用 bo — 22b, — ba+ co, 便 得 引 理 证 明 ， EE, 

ERRAR (1.8) H, 4 o | > 去 时 , 数值 计算 是 不 稳定 
Hj. Gentleman 曾 对 算法 作 了 修改 ， 当 20 时 ,将 递 推 关 系 
(1.8) 5 gi 

b,— bes =2(w@— 1) brrr t (byi3— bxta) HCx. 
w dy — b,— brn, ER : . 
d, —2(v—1)by a tdp ter Oca, 
b, — dy-- by, k-n-—i, tty 60, 
b, d, =Cns (1.8)' 
y= 六 wwe) =F (dodi), 


M a< O BI, ii de= brt bi 有 
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d= PEHD Bias -dea ten, — lem, 
br=dr— br, k—n—1, =, 0, 
de 
y= Eoi - 5 Gh-d). 
当 c—O0BuUpfRd».89) 直接 计算 ， 
注意 到 ,T(z) 在 [一 I, IP AREAS BD 
mcos( EEL 37 k=0, 1 elyna-i, 
和 在 n+1 处 达到 极 值 , 即 | 
aos PE, Taa) 一 《一切 'k=0, 1, n 
引入 内 积 


LS " 


2059-2 E feos, (1.9) 
其 中 FETA WIR, 我 们 有 

3382 假定 0<t, «m, NFRA IR T GR 
Asta. OL NE 


ub | 0 ` ui . t#l, 
(Py, T)- Femti) 1-140, (1:10) 
"Co tmail 0, 


3x (1.10) f 2 32 V1 WORAESGUN ROPA EXER, 
证 明 i cos0,—2,, 有 ， 


(T, T) = 3 cos 10, cos10, 


-4 $ (cos (t-10) coet HD0), 
由 复数 求 和 形式 有 


— 32 一 


(Ta, T) -gR(3 ‘gst Dor y. b: MOTA ) 
ig ho c8 名 一 (于 十 从 包 上 式 右 端 是 几何 级 数 求 和 ， 


即 


ml: 


* g asd 一 etd b> ert+Dxs 。 
k=0 k=0 


又 记 q= GED 当 tz Bj, 
0< | (t+Dh|<2m 
所 以 g 天 1， 从 而 
"LODS by Ot) = g (E505 1-5" 


k- 0 1-4 
i— ga 


m 
mri Sm, 


" —2isin(tD 3 
E (—1)60—1 i 
-2sn(i4l) A. | 
上 式 实 数 部 分 为 零 , O9 c Bip UD, Ti) =6; 24 t- 1-0 时 
Po T) = $} oostoos 了 一 mr 二 
而 当 ?一 1#0 M, 注意 ， 
$ 008210, =Re et UL 0, 


EE T, T) LS gg 
如 果 , 我 们 引入 新 的 内 积 符号 
Cf, =f 60969, (1.9)’ 
XC o, JE m KRIA REIR Tala) a= 
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cost, m 可 "代表 求 和 的 首 项 和 末 项 要 除 以 4/2. 我们 同 


样 有 
593 假定 0<4 im, HFRNWRSAR TR 


BUEX(..9) 有 


| 0, isl, € 
qn, TD = [s D telt 2, (4.10) 
m, t=l=0, 


有 了 引 理 2、 3, 我 们 来 讨论 曲线 拟 合 问题 , 假定 给 定 一 

组 观测 数据 

(wx, Jd k=0, 1, Ut, m 
这 里 oy 是 Tn) 的 零点 ; VU 32 VL AE A 2938 
(n<m) ,建立 曲线 模型 

y=—PF(¢,%) -Xyuno, — (4.11) 
选择 常数 c; 使 ' 
(fn ) =mi — (3m 
由 离散 情况 的 最 小 二 乘法 ,ci 满足 下 列 方程 组 


` Co Do 
(To, To) (To, T1) Ut (T's, T4) $3. (f D To) 
(Ti o Po) (Pa, Pò) ee (T4, T,) e B (f, TQ) 


(t. 79 er, 74) Ut (Tas Ta) o, (f, T.) D 
再 据 引 理 2, 便 求 得 


22 xm) 
Vm $—0, 1, een, Qu 
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特别 地 ,我们 有 
81:84 MF mn, 则 下 列 播 值 问题 


Ve (em) —f(m), k=0, 1, e,n (1.14) 


的 解 是 存在 、 唯 一 的 , 且 c di (1.13) iH. 

由 于 闫 贝 谢 夫 多 项 式 具有 多 种 形式 的 离散 正 交 性 (例如 
引 理 8), 因而 应 用 起 来 更 灵活 。 实 际 上 ， 选 取 契 贝 谢 夫 多 项 
式 零 点 作为 插值 节点 , 效果 是 卓绝 的 , M. J. D. Powell 指出 
了 下 列 结果 . 

假定 JE e[—1, 匡 , 对 于 插值 问题 (I.14) 有 


-nl anao. 


这 里 EL(f) min max | f) -Siaa |, 当 n<20 时 


6,74, 当 n<100 时 5 当 n ZAK aa Inn. 


利用 Jackson 定理 ， 便 避 得 到 插值 问题 (1. 14) 的 更 精确 
估计 。 
BESE E- -1, 1, 则 有 


|f ls (n/2)* 
m< (n4-1)n--(n—k4-2) ' nz, 


即 Enf) -O(n^5, neo, mE 
选取 契 贝 谢 夫 多 项 式 作 基 函 孝 ， 不 但 具有 最 小 二 乘法 和 

插值 法 的 自 适 应 性 , 而且 还 有 选取 基 函 数 个 数 的 自 适 应 性 , 利 

用 正 交 性 质 , Shampine 于 1975 年 指出 了 ex 的 一 个 公式 


C= Lery D, (1.15) 


其 中 
&x-1 (2i) — f (a1) -5 eT, (a) P (L.15)' 
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表示 拟 合 的 误差 。 由 许 巨 兹 公式 有 
RN À stan) mE 
la] « —» 


mdi . 
因而 , 如 6 果 i an, (2) 的 拟 合 效果 好 ,ex 的 系 数 便 趋 于 零 ， Bp 


本 由 | ex| 的 大 水 判别 计算 是 否 停 止 。 

13 自 适 点 的 指 煞 函数 氢 合法 ， 

-对 于 一 关 实 验 数 据 ， 它 和 之 问 旺 现 着 指数 并 合 有 报 萝 的 
特征 , 在 这 种 情况 下 , 选取 指数 函数 .三 角 丽 数 .多 项 式 为 基 函 
BEREN. TH, 叙述 具体 作法 .首先 ， 通过 观测 数据 
(k, fa), k=0, 1, =, m 将 首 项 系数 为 和 的 mn 次 代数 方程 

PDN) = ja -+ G4 i-a, 7-0 (1.16) 

的 系数 o (53 CO L1, 2，…, n 确定 下 来 , 这 里 m 28— 
1. EDU n MEREK CO TEE IEDLARH XS, (116) 为 所 
合 曲 线 的 特征 方程 ,- 我 们 将 通过 根 的 不 向 情况 作出 基 函 数 的 
不 向 选择 。， 也 即 是 说 , 我 们 将 曲线 拟 合 的 特征 方程 (1.16) 的 
H Aa Aa, es An 的 次 方 作为 基 函 数 ， 即 将 曲线 模型 选 为 上 
Y= CAT HCA - e He, (1.17) 

下 面 针对 不 同 特征 根 ， 类 似 于 高 阶 党 系数 常 微分 方程 通 
解 的 构造 , 将 AT 确定 下 来 ， 

. 0) 特 征 根 是 单 根 情 况 。 BERENE. AnA E 
异 的 要 Xa, a, Me 如 果 所 有 ?> 0， Aku- E E: 
菜 -个 <0， pul i ' 
一 (一 1 ju] IR 
考虑 到 实数 解 仅 取 实 数 部 分 ， 即 取 18 — eos aae 作为 基 
函数 ;如果 ) 是 复 根 ,假定 M BERRAR, 
. ^ pi(cos0, 3-4 sin 0j), 
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ZHEUF SU ZCORBUVEIE. SOITEESE ES BOPUAL AT HAAA 
数 部 分 , 即 
az= er cos Or, Agp = e gin Ow, 
GD FE108 b ERAN. BE 
Ai = Aira = 0e = Aiwa E Miti. 
É My 了 
=A, Aa =A, v, NMP pi — ww i) elem kta, 
Qui) 580.160 455]$8, 例如 24,—0, 将 基 函 数 减 少 一 
4. 如果 有 上 ERR 则 将 基 函 数 减少 五 个 . 
下 面 ,我 们 来 确定 特征 方程 [.16) 的 系数 ， 在 (1.17) 中 ， 
DoT EH, 这 里 7 均 系 正 整 数 , PRN ne PX k 
PK O3 n RA, UR 1-10), $ YEH) — fua, 2071, BUB. 


24 fruta 0, 1=0,1, n 


Teva 由 下 列 线性 代数 方程 组 决定 
Jaita Tt f nada d- + fatis = — fs, 
frnQit farita t 77 fi Om — fi; 


TP éeosceedsooséecedunecotenaso ` (1.18) 
i Jm- 104 t fim- 202 十 … Hoc f» 
写成 矩阵 形式 有 . e 
AX -5, EE o. (.18Y 
这 里 | 0s 
fo foc Jad fa J^ 
A- h ^ d ^. X- x b= Jus 
Jm- n fm- ntl “ Jm- 4 fn 


如果 m —22—1, H dot A0, 那 末 可 用 Gauss PERR 
At X 的 解 ;和 如果 mw>2n 一 1, 则 可 用 最 小 二 乘法 求解 (1.18)”. 
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Ms la, c, An 确定 后 ， 我 们 通过 (1 17) 将 拟 合 曲线 的 参 
数 cu ca，…，cn 确定 下 来 : | 
Ci 十 Ca 十 "… 十 Cn 一 fo， | 
Chi + Cahat "十 Crh ,一 六， 
CNT ECAS d- 1 H Crha -f.. 
由 于 m22n—1, 故 宜 采 用 最 小 二 乘法 求解 寺 .19) , 
上 述 处 理 方法 称 为 Prony 技巧 ， 它 将 半 线 性 逼近 问题 转 
化 为 二 个 线性 逼近 问题 。 第 一 步 , 利用 已 给 数据 选择 好 基 范 
-i 这 一 步 包 括 解 一 个 线性 广 程 组 和 一 个 高 次 方程 第 二 步 ， 
一 次 利用 观测 数据 将 线性 3 E 参数 Ci, Ca, “es Cn 确定 下 
M 
下 面 , 利 用 Prony HTWR-HADR. 
第 一 种 情况 , 当 ooo 时 了 (w) 趋向 定 值 ， 这 时 ,将 曲线 
拟 合 模型 取 成 


(1.19) 


B 4 一 0o 十 ca 十 … 十 coXz。 (..20) 
id Ady =y +1) — y C, WERT (1.20) ferit 
Ay — GAME - 6525 e 0A. ' (1.20 


TI QL.18).. (1.16) 4 As, Aa, 0, An 确定 下 来 .进一步 由 
a. 20) 确定 Co, Ci, ***, Cn, 


第 二 种 情况 ， 如 函数 .Fe) 由 不 同 的 周期 <， VT a 
加 而 成 ， 则 将 拟 合 曲 线 取 成 
y = A1 cos c2 4- B; sin cog 4- * 4- Aycoscore + B, Sin «y 9, 
i 21) 
应 用 Prony 技巧 ,一 e^», 1E(1.10) m4 n- 27, Ex 
是 根 ,因而 031-10, ^, 17613, da=, f 
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glos | qi e QU Dos et + et 
ay 40970 4... ga ]I 4-1 —0, 
合并 同类 项 整理 之 有 
2 cos lwj+ 2a; cos (1 — 1) «e, 4- e 4-204. 008 w Ha —0, 
这 时 , (1.16) 可 写成 契 贝 谢 夫 多 项 式 形式 : 
T. (2) HaTi (a) HHan) HEO, 


Hh g=cosw, 
Tf 25 848 (1.18) 变 成 
Cfi - fai-ibti Cfat fai-3) 0d 77 
+ (Siit fn) antf - ~ Gef), 
(fatfa) ot (fstfars) dat | 
(fitfira) ctfi 一 一 CR 
(Fw or 十 jn aid (Smaa aa uL 
t Gf nici faciei) o fnt — Cfu-nit fo). 
RE, m23Lk1, 3 —:)5, HAER CE ERRER SA 
A, Bi 确定 来 | 
TER BEES RN H, Prony 技巧 的 一 个 缺点 , 是 没 
有 再 生性 , 但 数值 例子 表明 , 它 有 近似 的 再 生性 ， 例 如, 对 于 
函数 


-t 


f (e) =2.82—1.0864+1,20 e?*, 


到 表格 函数 
P | 0 1 2 3 4 
fo | 2.4400 2.0851 2.1958 2.2602 2.3006 


在 运算 中 保留 小 数 后 二 位 数字 , 求 得 特征 方程 
188)2 一 91X 十 8 一 0， 
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其 根 20.388, 140.114, 从 而 
拟 合 模型 | 
y=F (g, æ) 一 co 十 cx(0. 383) 十 oat0， 1. 
一 Co 十 ce~ MOO -es g 18r 
KEHAD BU MOERS CR ENEE, Xeon M AGER, 
按 通常 线性 逼近 的 方法 ,将 参数 cotit METEK. 


$2 曲线 拟 合 和 常 微分 方程 反问 题 ，， 


”从 Prony 技巧 中 , 我 们 得 到 启发 ， 如 果 将 曲线 拟 合 的 基 
函数 看 成 是 某 一 个 待 确定 参数 的 常人 微分 方程 的 基 解 组 , 那 未 ， 
便 成 为 求解 常 微分 方程 的 反问 题 。 一 般 讲 来 ,由 物理 .力学 所 
描述 的 规律 由 微分 方程 所 表示 ， 通 过 观测 数据 将 微分 方程 的 
参数 确定 下 来 ,进而 将 基 解 组 作为 曲线 执 合 的 基 范 数 。 最 后 ， 
运用 -- 般 线性 逼近 方法 将 拟 合 曲 线 确定 下 来 。 这 个 方法 的 一 
个 重要 优点 是 有 一 定 的 自 适应 性 ,从 数学 上 讲 , 它 是 解决 半 线 
性 逼近 的 首要 方法 ， 我 们 从 一 个 实际 问题 分 析 起 ， 在 实验 数 
据 的 拟 合 中 , 常常 选择 半 线 性 逼近 模型 ， 

一 9 十 (具有 指数 特征 )， 

'  ' g-acoskr--bsnke (周期 特征 ). 

上 述 模型 的 半 线 性 逼近 参数 通常 是 利用 非 线性 最 小 二 乘法 
确定 下 来 ， 但 运算 量 是 很 大 的 , 现在 , RTH eR 
cos ko. sin ke 理解 为 二 阶 常 系数 微分 方程 的 基 解 组 , 即 

y" cag 0, 
a 是 待定 常数 , 它 由 观测 数据 (wr, f, 0-0, 1, =, m+ 所 
确定 .这 里 y 一 f(z) 是 十 oy 一 0 D I, dig. f (m) — f, 
2, 是 等 距 分 布 的 , 步 长 为 h Bl wr=g++rh， 也 即 是 说 ,我 们 求 
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解 下 列 常 微 分 方程 的 反问 题 : 

y” tay=0, a«o«b, 

y(m)-—f(m), r=0, 1, =, mi, | 

将 微分 方程 离散 化 后 ， “ 便 由 下 列 超 定 方程 组 所 确定 

ahy, = —y,,,  r—1,2,--, m, (2.2) 
这 里 Pyri = Yra Yr tyra, RII) RR 2, 
WIR a 使 

To) = 3 (ahy + My) 5 min, . (2.3) 


令 Z(o) =0, 求 得 


(2.1) 


一 P2 niis : 
æ= — 


P3 
由 《2. 纪 容易 看 出 , 当 4 - f (2) RERNA E Pg gr-19 
0, fi a —0, Jani $3 4*7; EUER, y" =0, Bl y= aitb, 从 而 反 解 
问题 (2.1) 对 线性 函数 具有 再 生 特征 .如 果 
y— f (a) =a eos ka-Fbsin ke, 
那 末 , 由 于 o 的 分 母 便 正 ,而 当 思 充分 小 时 
一 S wy, - b 
a s -f yy de =k? f ydz>0, 
Bta0, JA y"4-oy —0 BURHIEIE JE IE JE SE BU, 或 即 是 说 
(2.1) 具 有 近似 再 生性 质 , 而 当 曲 线 y=f (o) - ad 4- be? Bj, 
容易 导 得 
= * ge Yri " 
一 一 一 一 = -f yy’ao— =ef yde, 
故 a<0, 从 而 反 解 问题 (2.1) 对 指数 曲线 也 有 近似 再 生性 质 , 
实际 上 , 当 丈 充分 小 时 


(2.4) 


m $ YAY- -f YY da m" 
h? SS | wa 
式 中 ,车 了 (2) =ae* 十 be*, 则 取 负 号 ;车 
J (2) ^a cos ko-4- b in ka, 
则 取 正 号 ， 注 意 到 求 积 公式 的 准确 度 , 容易 看 到 a 逼近 EU 
Ry EOS OA), 换言之, 反问 题 (2.1) 具 有 0( 避 的 近似 的 再 
EHER, FKE, IE PR 


= 


$ y Py Yr- 
Liy = | yy 'da — -一 太一 


的 代数 精度 为 故 由 Peano 核定 理 有 
uy - | e-f O, 

注意 到 yy 0-9y | -f y°de, 有 

~) eoe 


S (ast Pat. 


L(-0.- D+ 


| 
m 


— i 2i (2 一 t) 9I t) ts 


r 


从 而 | c 
Lgy-- iA N (wrt) ad (ært) f” (Dat 
--i È | (Ert) (Cernat) — 2 (2 0)" (0) di 
-a dm arn. 
再 注意 到 核 函 数 不 变 号 , 又 有 
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hè mw 
Ly--- 3 f')-00), 


b n 
同 理 La- [| do- S00). 
r= 
b Pr 
. -Í yy” dæ 
于 是 a= — $ ——— Oh) = X K--0(h), 
yda 
` 6 
DIT ig Cnade dA RTL RU dE A e. 
X 工 
D 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
jf(s)| 0.00000 0,10017 0.20134 0.30452 0.41075 0.52110 0.63665 0.75858 
解 ” 确 定 反 解 问题 (2.1) 的 系数 a, 为 此 作 二 次 差分 表 如 
下 
R2 (YY 表 示 对 该 列 求 和 ) 
Yr v M1 Ph YE yet 
o | 0.00000 
0.1 0.10017 0.010034 0.10017 0.00100 0,010017%10-3 
0.2 0.20134 0.0405377 0.10117 ..0.00201 0.0404693»10-2 
0.3 |: 0.3045 0.0927324 0.10318 0.00305 0,0928786 x 10-2 
0.4 0.41075 0.1687155 0.10623 0.00412 0.169229 x 10-3 
0.5 0.52110 0.2715452 0.11035 0.00520 0.270972: 10-2 
0.6 0.63665 0.4053232 0.11555 0.00638 -0.4061827 x 10-2 
0.7 0.75858 0.12193 


X | ^ 0.088888 0.9897486 x 10-2 
注意 到 有 = 0.1, di e 278 


6 
M gg), a 8 
= = 0.959486 L L1 0008702, 
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于 是 可 取 eY m, ov” 为 拟 合 曲线 的 基 ， X. A/|a| 21.0004, 
即 拟 合 模型 为 

40,6999 pose 100908, 
实际 上 , 函数 表 工 是 由 双 曲 正弦 函数 


er 十 ez 
y= 一 一 一 -一 一 一 一 


产生 的 ， "A, EI T 
征 . 
FTH, 我 们 研究 二 MERREMI E- RERNE 
y +oy 十 By -0, a«z«b, a, | 
| y) = Syr EA 7-0, 1 ey 4-1 
o8 5) 
FH, 将 (2， T w 997 Mei Ski, 便 得 到 关于 
o, B 的 超 定 方程 组 ; 
a he egy = — T bye =l, 2, e, m, Eo 
TEOT 确定 下 来 ， 即 求 a; 8. 使 
I(a, 8)- ac òye. tes ry -—min, 


(2.6) 
id EE ' 
yv c JAN 077 | ÊY 
1 | 99. Ya _1| fy 
Xi- 2h 站 X= : » Y- po : a " 
| Oya . Min! S0 s o Py. 
便 有 (Xa; Xa+ (X5, X3)8—(X;, Y), 
(X5, Xj)a- (Xa, X$98— (Xa, Y). : 
或 即 


Y) (X, Xy | 
[^ X CX, X3 |" 
(Xə, X) (Xe, Xə) 
CX, Xd) (X, Y) (2.7) 
p- Xs XO QUY). 
(Xu X) (Xr Xə)’ 
(Xə, Xd) (Xə, Xə) | 
这 里 ,我 们 假定 (2.7) pa B 的 分 母 不 等 于 零 . 整理 (2.7) 式 得 


以 一 2| X god Pg, a 2i q,99,. 1 


+ (Ayo gio.) Cj — Aym) > s] | | 
x [2 (By 3s 
-($ ww) )] ， | 
B- [Gynt tX — 4yo) Syuy (2.7 
A (8y,? 3 ydg | 


例 2 ARAM /的 TERS), MEEMAAK 
3 BO TE e. 


* 8 
P 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 


f (2)| 8.00000 2.90484 2.81873 2.74082 2.67032 2.60053 2.54881 2.49059 
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解 ” 造 差分 表 如 下 
表 4 (表示 对 该 列 求 和 ) 


t| yn D: 8y, — yi o (0) yy YY- 


0 | 3.00000 
0.3] 2.90484 8.4380054 —0.18127 0.00905 0.0328588 —0.5265549 0.0262888 
0.2| 2.81873 7.9452388 — 0.16402 0.008200.0269025 — 0.462328 0.0231135 
0.3| 2.47082 7.5120942 —0.148410.007410.0220255 — 0.406765 0.0203094 
0.4| 2.67032 7.1306089 — 0.13429 0.00671.0.0180338 —0.3585972 0. 0179178 
0.5| 2.60653 6.7939986 — 0.12151 0.00607 0.0147646 —0.3167194 0.0158216 
0.6| 2.54881 6.4964324 — 0.10994 0.00550 —0.2802161 0.0140184 
0.7| 2.49659 


x 44.316466 0.126672 —2.3511806 0.1174695 
由 (2.7)' 求 得 
a=0.9953425, B= —0.0010888, 
而 微分 方程 的 特征 方程 为 
| 22 +-0. 9953425 A — 0 . 00103838 = 0, 
求 得 根 à,- —0.9964, Xs=0.00105. 
而 拟 含 曲线 模型 为 


y — F (e, €) 一 Cie0.001055 十 036 一 0.996427 ， 
FKE X 3. 由 函数 2-677 产生 ,由 此 可 见 上 述 方法 是 有 效 
的 .由 (2.7) 容 易 看 出 , 当 ./o) 等 于 线性 函数 时 ,wx= B=0, 从 
而 反 解 问题 (2.5) 对 线性 函数 共有 再 生性 质 . 
对 于 一 般 的 % 阶 常 系数 微分 方程 i 

Ly=—y tay? +- +ay=0. (2.8) 
将 微分 算 子 离散 化 即 Dy, hy TS Y ei n, an HR 
HERRA, 令 by — 0 便 得 到 了 关于 as, s, os 的 代数 方程 组 ， 
解 这 组 方程 便 将 0a, e, os 确定 下 来 ， 进 而 由 Ly =0 求 得 拟 
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4 BEI A. 
fiim, 4 y m Ory 
sx (2h)"? 
便 得 到 关于 @1,…, On 


n 8^-29, 
E A Aat 
Fani ou +a — 0, (2.9) 
$-—n, n3-1, =, m—n-4-1, 
id Sya Sy 
> n-i n 
X.- abe 5 ai | y- us 6 , 
Ynni O d n1 


I xg m--123n-1 "用 最 小 一 乘法 求解 (2.9), 即 
(Xi, Xd) (Xi, Xa) c (X X) (Xi Y) 
d Xa) (Xa, Xa) * (Xs, Xa) pP E (Xa Y) | 


Cr X3) an. X e (Xn Xo) ial XS Y) 
C (2.10) 
我 们 仍 假定 (2.10) 的 行列 式 不 等 于 0, 并 且 看 到 当 f(%) 是 
n 一 1 次 多 项 式 时 , 恒 有 04 一 0 一 … 一 4, 一 0， 从 而 (2.8) 成 为 
y —0, 即 反 解 问题 对 n 一 1 次 多 项 式 具 有 再 生性 质 ， 从 这 一 
点 讲 , 比 Prony 方法 优越 *， 让 我 们 再 举 一 个 例子 说 明 这 一 
问题 的 应 用 ， | 
例 3 Eig f GO B — 4-36 Ge D), 试 找 出 拟 合 函数 的 基 
函数 . 
* 在 求解 (2.9) 中 ,如 果 a, 0, 我 们 类 似 于 常 微分 方程 降 阶 方法 一 样 ,将 差 
分 降低 一 阶 ,再 求解 db …， Gn-1 如 此 等 等 。 
一 47 一 


2 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 
1.00000 1.10017 1.20134 1.30452 1.41075 . 


æ 0.5 0.6 0.7 0.8 
1.52110 1.63665 1.75858 1.88811 


解 ”应 用 反 解 问题 ， 我 们 来 确定 一 个 三 阶 常 系数 常 微 分 
方程 的 系数 ， 邑 取 基 函 数 满足 微分 方程 
9 -- ag? ga + = 0, 
由 表 5， 确 定 参数 a, aa wa， 为 此 造 中 心 差分 表 ( 表 0), 


Xe 6 
k V. yr 829, ey, 

0.0 1.00000 

0.1 1.100017 0.230134 —— 

0.2 1.20194 0.20435  0,0807x10- 

0.3 1.80452 — 0.20941 0.1223x10-1  0.0842x10-1 ` 

0.4 1.41075 ^ 0.21658 ^ 0.1649x10-1 . 0.0867x10-1 
. 0.5 1.52110 0.22590  0.2090x10-  0.0907x10-4 

0.6 1.68665 0.23748  0.2550x10-i 

0.7 1.75858 ^ 0.25146 

0.8 1.88811 


“由 (2.9) 知 ,方程 阶 数 一 8, 实测 数据 m+1=8, &-0.1, 
au da, d 由 下 列 代 数 方程 组 确定 


23) 3 
RC 十 四 ES tas = -om. 
U HJ 9, 
91 n 十 Ca D d- Gat, 一 Ea ; 
^ 2085 _ oy; ys 
Ah (gy eah Y d:9s — aE 


上 述 方程 的 个 数 恰 好 等 于 未 知 数 的 个 数 ， 故 可 直接 求 得 w， 
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da, as 的 解 。 将 各 式 遍 屁 8000 并 利用 表 6 有 
0.2446 a1 十 0.83764ws 十 10.43616 a; = 一 0.842， 
0.8298 qı 上 0.86632 a4 1-11.286 a3 = — 0.867, | 
0.418 a,4-0.9036 gs+12.1688 gs = — 0.907, 
由 此 求 得 ai= —0.4791184, 
ag= —1.8932849, 
az= 0.0825095, 
而 微分 方程 的 特征 根 满足 
A3—0.47901184 A? —1.8932849 A+ 0 .0825095 = 0, 
容易 判别 方程 有 三 个 实 根 , 且 可 求 得 

MT0.14, ^Aaml.D7, Ma —1.24, 

ATREA ih R B0] s BR, BI 
y= = c46” isr y Cat iF Rege m 

Scb E, 3€ 5 是 由 函数 Lretre* 产生 的 ， 由 此 可 知 方法 
JB CRI. 

一 般 讲 , 在 曲线 拟 合 问题 中 , 寻找 基 丁 数 是 不 容易 的 , 著 
者 将 常 微分 方程 反 解 问题 应 用 到 这 一 问题 中 来 ， 提 出 了 构造 
基 范 数 的 数值 方法 , 所 举 的 三 个 例子 都 是 吻合 的 。 实际 问题 
"m, 还 可 在 初 选 基础 上 对 特征 根 进 行 修改 , BEAR on RC NE d. 
我 们 所 提 的 方法 ,对 具有 微分 方程 — 

(4 (9 pauta seda, audeam os 
基 解 组 特征 ， 也 即 是 具有 2(2)ez, q(z)cos ke, q(z)sin ke 及 
其 组 合 的 一 类 很 广 的 曲线 类 具有 近似 再 生性 (特别 , 对 多 项 式 
来 讲 具 有 再 生性 )。 从 理论 上 讲 , 将 半 线 性 逼近 问题 转化 成 一 
个 高 次 方程 的 求 根 问题 ， 而 这 个 高 次 方程 的 系数 是 由 一 个 超 
定 线性 代数 方程 组 所 确定 。 从 而 ， TARBA MRAN h 
下 列 框图 实现 。 
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输入 步 长 为 的 加 十 2 个 观测 数据 
(Trs V). 7-9, 1, P mi. 


O 
USzE SE EUN AAN, m+ 2. | 
| ”求解 关于 an as a 的 代数 方程 组 | 


n -ly 8 5 
ap Uaai——— A ta Huy 
| dn, n+l, e, m-n +]. 
| 判别 os 是否 为 0 | 


解 高 次 代数 方程 … 
Anan 4-84 4A 4-8, 70 


O BHBREEUKCUen, imi, 2, om. 


$3 受 不 等 式 约束 的 样 条 插值 


三 次 插 信 样 条 在 曲线 构造 中 有 着 异常 重要 的 位 置 这 
里 , 感 兴 趣 的 问题 有 下 列 几 点 : . 

(D 样 禁 结 点 应 取 多 少 个 ? BAI CO B 
应 等 于 多 少 才 合 适 . 
的 样 条 结 点 应 怎样 分 布 才 合 理 ? 如 果 将 样 条 结 点 的 选 
Ho (E38 Vr 85 2366 , SUR, 问题 转 化 成 半 线 性 问题 的 逼近 . 

(iii) 边界 条 件 应 怎样 确定 。 在 一 类 实验 数据 中 ,边界 的 
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Fs nit 


导数 是 无 法 给 出 的 ， 我 们 将 用 减少 结 点 的 方法 来 处 理 这 个 问 
5, 

(iv) 内 点 播 值 条 件 应 怎样 提 才 有 更 大 的 灵活 适应 性 , 
为 此 ,提出 受 不 等 式 约束 的 三 次 样 条 插值, 它 能 适应 工程 设计 
的 需要 .此 类 问题 的 推广 将 导致 希 氏 空间 凸 集 上 的 插值 样 
条 . 

本 节 将 就 这 几 个 问题 作 一 概述 . 

9-1 边界 和 结 点 的 处 理 

给 定 [a, 妇 前 一 个 分 划 

9. G4 v Lr vy b, 

RE se) € ?[a, b], Bet T E B] Goa, m) (6-1, 2, e, 
W) 上 是 不 超过 三 次 的 代数 多 项 式 , 全 体 s(z) 构 成 了 N+ 维 
线性 空间 ， 播 值 问题 提 法 如 下 ， 


s(m)-f(m), 4—0,1,.., N, (3.1) 
由 于 slz) 有 THAI ASESOR A to, Us E d 9 
充 两 个 条 件 . 


TH, 我 们 寻求 s) ut. 如 果 Cao) s Go) R, WU 
由 Hermite 撒 值 ，s(o) 在 (xz 2,44) 上 的 表达 式 能 唯一 一 确定 下 
来 ， 而 8 (co 满足 著名 的 三 转角 方程 
Tus! (243) + 204 4-h s (onD + has lend b, 
hi = Vir — ti, 
b, = 3 [tii wf 4he_i[%;, Siad f), 
i=1, 2, =, N—1, 
AHH, SOE vw) 上 的 表达 式 也 可 由 重 节点 
Newton 差 商 公 式 给 出 , 即 有 0 
stæ) —s(z;) + (vs (0) + (e o)? [m 2, Tijs 
+(x a)? (@— t1) [oo oo vua, ajs. (8.3) 


(3.2) 
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: | / 
5; C; 一 SO 
其 中 [eis ti, awa]s i is 8 C0). EV LRCACUY , 


h bi 


S (m) +8 (mu) 235, ils 
fai, 0, Biti, Mipi S= ( D ( ui [ 1» dl . 
局 


Q) 如 果 广 (20), 了 (wx) 已 给 ,那么 在 (3.2) 中 补充 插值 
A 
S (ao) —f' (a9) , s'(my) =F (ax). (3.4) 
Q3) Jn f" (mo), ww) 已 给 ,对 (3.3) 求 二 次 导数 并 在 
=r. Sy 处 令 其 等 于 (xo) .f"(wx) 便 导 得 插值 条 件 
2s (t9) +s (21) =B [vo, a1] f — hof" (v0) /21, 
| 2s' (aya) +S (ox) 一 8[oxw-b gx] f — hu if" (vy)/2! ] 
(3.5) 
(ui) 对 于 一 类 实验 数据 ， 除了 插值 条 件 s(2) =f (e), 
$—0,1, - s, N IRREFERI SUN A IE. 为 了 解 出 (3.2)， 
只 需 去 挤 样 条 结 点 Ti WNL 这 时 三 阶 导 3 57 (2) 8 id oi A 
zx-1 时 要 保持 连续 ,由 (3.3) 有 
- [zo To, 21, als = [91, 91, Va, Vals, 
[wn, DN, ON-1, tails = [215 WN Ty- 3, 9.315. 
青 由 (3.2) 令 5= 1,N —13 53 Extr Wi de s (no) 和 s (axa), 
便 导致 附加 的 插值 条 件 : 
$ “go 各 十 (ho--hi)s' (21) 
_ (hot 2 (ho -h)) hs [zo . 2] f thlws ss] f 
ho + Ia 
S (ay 2) Qy -1t Åy- 2) thy asl (ax) 
LEM a [gx 2, VN 1] fO 1+hy DRE: iy alex- 1, exlf 
hy-1+ hy 


(3.6) 
为 了 使 播 值 问 题 有 自 适 应 性 , 必须 考虑 如 下 问题 : 


Z = 
. 


(D) SE 3.4), (3.5), (3.6 AE BER AURRE 对 于 只 给 
出 函数 值 的 一 类 实验 数据 , B (wp, fi), k=0, 1, --, N BA, 
按照 (3.6) 即 减少 样 条 结 点 办 法 去 处 理 边界 条 件 是 合适 的 . 除 
此 之 外 , 还 可 考虑 用 自然 样 条 作 拟 合 . 

(2) 样 条 结 点 个 数 及 分 布 怎 样 才 合理 ? M. G. Cox 提出 ， 
AAA A N =k), XE BRE 8 的 整数 ,2 是 函数 
JG) da, 9] 区 间 上 拐点 的 数目 ， 如 果 是 离散 数据 ,w 等 于 二 
次 差 变 号 个 数 ,有些 问 题 也 可 将 p 取 成 是 一 次 差 变 号 的 个 数 . 
然后 ,依据 拟 合 的 效果 , 适当 增 大 或 减少 态 

实际 上 , 如 果 将 绪 点 看 成 逼近 参数 ， WERE ool 
HER. TAHE ARRAS N 


se) 一 5 eB, (n) 

- bi Cilia — ti) D, 5, Gu] (*—2)$. (3.7) 

例如 ,我 们 考虑 非 线性 最 小 二 乘法 | 
XX (20 -se 


=$ fæ) — b a i4 hà) [és, Us tira] Ce — z)? ) 

^—min, (8.8) 
上 式 ALEGRE BC 必须 大 于 等 于 2CWN+8) +4 这 
是 一 个 无 约束 条 件 的 最 优化 计算 问题 , -一 般 算法 可 参见 参考 
XGA [14]. [15], 为 了 节省 计算 ， Cox 提出 了 一 个 简便 迭代 法 
WF: l mE E 

(1) 按照 秀 数 变化 状态 ， 在 激烈 地 方 , 结 点 要 密 的 原则 ， 
初步 选 好 一 组 结 点 . 

(2) 按照 (3.8) 求 得 这 组 结 点 的 最 小 二 乘 解 . 
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(3) 检查 拟 合 曲线 的 逼近 特征 是 否 满足 ， 例 如 拐点 、 最 
大 的 拟 合 误 差 等 ， 车 下 近 特 征 满足 , 则 停止 计算 , 否则 转 入 下 
一 步 . 

(在 胃 近 效果 不 够 好 的 点 加密 样 条 结 友 ， 在 好 的 点 地 
方 适当 减少 结 点 ; 

(D) 转 入 第 二 步 。 

9-9 受 不 等 式 约束 的 样 条 插值 

先 介绍 三 次 自然 样 条 插值 . 

REK [a 6] 上 给 定 一 个 分 划 

9, Q-— gu my ya b, 
满足 下 列 条 件 的 函数 s(2) 称 为 三 次 自然 样 条 . 

O ERSTER O 25, 上 一 14,2, N—1 Esla) 
是 不 超过 三 次 的 多 项 式 , Ele, eu), (ew, 可 上 是 不 超过 一 次 
的 多 项 式 ; 

(ii) s(z) € O?[a, b], 

4 Hk s(w) 构 成 思维 线性 空间 , 记 之 为 NSP， 

注意 到 3(%) 在 区 间 [6, «1) 上 是 一 次 多 项 式 , 故 s() 可 写 

成 


s(%) -atBot 930, ep i (3.9) 
又 在 (zw 如 上 s(2) 是 线性 函数 ,将 (3:9) 写 成 
$(2) —a-- Bz+ X (UL 
=a- L3 ( 8i 3d Me 1 3s 
t g? NC 
t+ Z^. 
并 导 得 


— B4 一 


N 
à A 0, 
ial 

N 


2 -0, 

(3.10) 称 为 三 次 自然 样 条 的 特征 性 质 . 

问题 (P). 给 定 一 数组 {zJj T, 寻找 这 样 的 s(w) 使 

| o s(m)emn, t=, 2, =, N, (8.11) 

称 为 三 次 自然 样 条 插值 , l 

由 (3.9)、(3.10) 三 次 自然 样 条 插值 问题 归结 为 下 列 方程 
组 是 否 有 解 ? | | 

ax Bn Sas CD Lu, i=, 2, s, Ni 


(3.10) 


N 
2 y=0; (3.12) 
j=1 


3-9 
我 们 暂且 不 去 研究 (3.12) 的 求解 ， 先 来 研究 三 次 自然 样 条 的 
变 分 性 质 . | | 
385 Ext f € O"[a, DIMER s) € NSP 有 
JG cas uf G2, (3.13) 
其 中 . | 
m=" (g,4-0) — s" (m, — 0), 
M 称 为 节点 wm 处 函数 s (o) B 5 Do SP DERE RE, 
证 明 运用 分 部 积分 法 ,注意 到 
s'(a4) =3" (b) ^s" (a+) ^s" (b) -0 
有 [se Cds Gf) |. — [L8 GO de 
一 -f 8" (æ) f' (z)da 
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-S [^e roe "oF (ods 
- a" (f) zo CACTI 


sere Lo m RA 


H T:s (0) E (o ,是 低 于 三 次 的 多 项 式 ， ise Q)- 0, 从 而 
有 2. 


fw S ("Gf 


| =s" (241—0)f (æ; a). 
ons" (8+0) (21) +s" Gar 0) f (ay) 


- Sis (ait 0) f) 


- 3i" (9) G) 
oD b C) f 
- 3s" (a+ 0) =s" (—0)) fü), 
由 引 理 5, 容易 导 得 
定理 1 特征 定理 ) xig feos, 5] AER sCNSP 
RE f(a) 一 0 i=; 2, NUR 
f TOO — 10 
证 毕 . 
定理 2( 存 在 叭 一 性 ) 任意 给 定 一 组 数 HH 只 要 > 


2, 就 会 存在 唯一 的 一 个 插值 函数 s(%) € NSP, 使 得 
s(a) —Ü, i=l, 2, tU N 
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NI 


LINUS 


证 Es (2) CNSP, sle) =0 i=l, 2, … N dc 3| 88 
5 中 取 / (2) ms) 一 so(@), 于 是 | GEO) a 0, ik sf = 
0, eC [me 可 成 立 ， 另 外 ,由 o ~0, iol, 2, os N, HER 
so(0) = 0. wE, 

定理 3( 极 小 模 性 质 ， 设 s(o) ENSP 是 三 次 自然 样 条 
插值 函数 ，/ (2) €C?[a, 如 是 满足 对 应 搬 值 条 件 f (9) = 
i=1, 2, «, N 的 任 一 函数 ,那么 有 

f, e" aes [ Cr ys (3.15) 

RË. 

证 明 注意 到 | 

KORLO Cf" yas 

-2f GG) -sG)"" (ods 


| SKORA 
BAHERERI, MF f) — (9) €C*Ta, BIES) -so -6, 
i GG s) s (doo, 证 毕 ， 


did ， 
I= decla, Dir) =%, i—1, 2, SN, (3.16) 
o | 及- (f su), (8.17) 
Jug (3.15) ea ZEE 
js" 2 mmn["], 00 (8.18) 


定理 ACHPEGEGE ER) HeH 是 给 定 的 实数 , c(z) € 
NSP NI. 是 对 应 这 组 实数 的 三 次 自然 样 条 画 数 , 则 有 … 
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E (9^ 00 1 Geo mi us one -s Gs 
(3.19) 
RE. wm /C1, HENNE LiEURIS TON (ONE 
是 一 个 一 次 多 项 式 ， 
”此 外 , 还 有 IE 
[eio 2s (ds - miim f (全 —s" (9de 
(3.20) 
成 立 ， Hp sw) ENSP, o (2) & L PRA IRER RU E — 
的 函数 ， 
证 明 由 于 s 一 o ENSP, XYo-fCcQ'[o, b] E. 
o (a) 一 Jo 一 0 |$—1, 2, t; N, 
故 由 特征 定理 有 
MT f (s" (a) —f" (3)*da 
=) 6*6 -e^ (9) e^ G) - f (ds 
-| (s" (a) -o"(2))da 
200 [Lene of (Yao, 
据 此 ，(3.19) 成 立 . RH, UR) EAE HER W4 
S" (æ) —o" (e) , B] 6 (2) 5$ o (a) A 28-4 — EG. 
同样 的 , (3.20) 也 成 立 , 由 定理 2, e I, 中 具有 这 种 性 所 
的 元 素 是 唯一 的 .证 毕 ， 


三 次 多样 条 入 什 的 六 方法 很 MS UAR 
三 转角 方程 去 求解 。 | 
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在 外 型 设计 中 ， 型 值 是 不 断 需 要 调整 的 ， 因 而 增加 了 
人 -机 对 话 ， 这 里 , 提出 型 值 不 固定 的 样 条 插值 函数 .这 样 构 
造 出 来 的 曲线 有 更 大 的 灵活 适用 性 ， 为 了 叙述 方便 , 仍 以 三 
次 样 条 为 例 . 

Ela, 8] 上 给 定 分 划 

TW. =L yai 

种 两 组 实数 dai, (831, ex BL, =L, 2,…, IN, 

问题 (@): 求 函数 e (D iJ 

(i) ERATEN (yx, teri) &—1, 2,1, N1 Es) 
是 一 个 不 超过 三 次 的 多 项 式 , Ele, os, 加 上 是 一 次 多 
项 式 ; 

Qi) 在 分 划 点 4 处 有 oa<<s (m) x Bus 

(Gi) — s(a) C O?[a; b], 

我 们 把 s (o) 叫做 在 分 划 亚 上 型 值 受 不 等 式 约 东 的 三 次 
(自然 ) 样 条 函数 . 

因为 任意 取 定 一 组 2} aim B i=l, 2, …, No 

出 问题 (P) 的 解 , 它 必 是 满足 问题 (人 @@ 的 解 , 所 以 问题 (@) 的 解 

有 无 穷 多 个 . 什么 时 候 (9) 的 解 喉 一 这 个 解 有 什么 特征 ? 下 
面 逐 一 加 以 分 析 . 

由 于 s(2) e 88 O, Gi), exin KARTEK 


自然 样 条 函数 空间 , 即 SOTER 
s(z) = aaa 3 à. Giai, (3.21) 
HF s(2) ENSP, 故 引 理 总 定理 1 (特征 定理 )， (3.10) (特征 
性 质 ) 仍 成 立 . 


定理 BUD GEI 设 s) ENSP 是 插值 问题 (8) 的 
R, ERLE 
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TR 0 8 (2i) Bi, tE {L 2, +e 和 

有 i-es. ^] 

如 果 ， a; — $(2;) i, C (1, 2, NY, | (8.22) 
有 MUR RA 

如 果 a;«s(2;) =B;, 4C (1, 2, m 

有 8" (w+ 0) "s 0) <o. 


WA, 4 f (2) € C? [a, 9] 是 满足 对 应 插值 条 件 
SfE) SE, $-1,2,-,N. 
的 任 一 函数 , 有 最 小 模 不 等 式 成 立 ， 


f. ^ Ges 上 (ys, ` (8.28) 
证 明 由 引 理 5, 我 人 有 
| e" (is Ble), 


[eyes Son, 


HP As (0) s" (0-0). 在 (8.22) 中 ， 满足 第 一 ,二 二 
TARRE $ 的 全 体 分 别 记 之 为 Ii, Is, Is, Bb 
US fn) EB uu 


那么 有 Sias (2i) = EUM QM M C 
EMG) MG) 
-Bf EMG HD KG) — 
-3 s f (n). 

l ， ue 

从 而 f, 6" etie [ "G0" Gn. 
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进一步 ,由 于 
b b b 
KUO car oae Ur yd 
== f CP" o) —$8"(z))?doz0, 
放 f, o cas fs ort Gods 
>f s" (2) f" (2) dz — f (s" (2) )’de>0, 
或 即 有 | 
f, aas KOO ("C0)) "ds. (3.29) 
ZIEM, 
w 
G= U (e) €C?[s, b] las f (e) * Ei, $—1, 2, ur Nj, 
(8.24) 指 出 了 一 个 更 普遍 的 结果 
f. (GH (2))*de — min f f" (m) )*daz | 


=min f f'G)(ds, (3.2) 


定理 6 设 满足 (3.22) 的 问题 (@) 的 解 存 在 , 则 其 解 之 差 
是 一 个 一 次 多 项 式 . 

证 明 假定 %(2)、sa(2) 是 满足 (3.22) 式 的 问题 (Q) 的 
解 ,利用 (3.24) 式 ,得 出 


OEO [tots 
及 f si) de> [s 1 (a)sz (m) da [ (s! (a) da, 
n . (si (2))*da = E 1(2) s: (a) da = -f (sz (0) ) de, 
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Ma [Gto ib da - [Goto 


-2f sts Go) der ^ (edeo, 
Bj (51 (a) — $3 (2)) "20, cc [a, b] . 
定理 得 证 ， 
定理 7( 唯 一 性 定理 ) BENS) B BS 3E 3C 2H (05, 
(BO LSUT FER B9 VR FG), 如果 


o4— BS f (0) SBi- 0s, (3.26) 
i=1, 2, =, N, ntis f (2) 0, «€ [a b]. 那么 满足 (3.22) 
式 的 问题 (9Q) 的 解 存在 而 且 唯 一 . 


证 明 解 的 存在 性 证 明 路 . . 

UE st(z) sa (o) EW Æ (8.22) B RE (QO 的 解 , 由 定理 6, 
so) 一 sa(O) 是 一 次 多 项 式 , 由 于 

aKa) «B, $—1, 2, e, N, j=1, 2, 

[/4 0, — Biss (24) — 85 (m) Bi — ou, $1, 2, e, N. 
但 本 定理 的 假设 ,得 s1(%) 一 82(2) 三 0， 证 毕 . 

TH, 我们 来 论述 求解 插值 问题 (8) 的 二 次 规划 方法 , 大 
致 步 又 如 下 ， 


(1) 设 s(x) =m+aw+$ Ai E ， 


(2) R KOKA 


CRUA 为 未 知 数 的 一 个 二 次 式 。 
(3) 在 05 «S (4) «6, $—1, 2, ett N; 


N 2 
21-0; (3.27) 
x 
M A 一 0 
i=l 
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的 条 件 下 求 关 于 入 的 二 次 型 的 极 小 值 , BI 
f ( (2) )!dz — min, (8.28) 


这 是 一 个 二 次 规划 问题 , E HR Du, do, as, 即 可 求 出 sC). 
914 求 满足 (3.22) 的 三 次 样 条 插值 ， 这 里 设 
2$,—0, wa—8, $5 —9, a= —2, b —10; 
04:—D, o3 0, az — 101; 
B, — D, Bsa=1, Bs=101., 
解 设 
Àa 2 


s(9) =a tatit ai A (0—8) $+ 22 (9-9), 


有 8" (x) — Mv tale — 38) . As (2— 9), 
进一步 求 
227 29 


"b 
f. (s" (x) y*do = 1000 MHIL Maat D a 


ES Mb 137 Aaa t ta, 


在 约束 条 件 


5<co<5， 


-— 


0a, -3a,-- i Aix, 


2 
人 1 十 和 3 十 和 3 一 
| eo 
之 下 的 极 小 值 。 这 是 一 个 二 次 规划 问题 , 可 解 得 (参阅 文献 
[3), ao=5, m=- 19. 1,22, M=- 3, M-i, 最 后 求 得 


3 
sæ) - 1 ei— (5-811 (0-9)1-6- 13 


3 
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101«a,--9a;4- 223 5.1361 «101, | 
J 


经 检验 本 例 满足 定理 7 的 条 件 , 因而 解 是 唯一 的 . 


$4 最 小 二 乘法 和 光 顺 样 条 


从 方法 本 身 看 ,分 成 连续 型 和 离散 型 ， 自从 发 现 样 条 函 
数 的 变 分 性 质 后 , 出 现 了 插值 和 最 小 二 缚 的 混合 提 法 . 
假定 给 定 曲 线 gj — f (a) 或 一 组 型 值 (w;, Y), i=1, 2, Tt 
N, SORTE- REZE X, pu c0, pÆ X 中 的 线性 无 
XU, X 中 的 一 个 子 集 为 
Z-Spanípi -, pa). — 
所 谓 上 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 , 是 在 S 中 选择 这 样 的 
VD 一 CD1 十 Ca903 十 … 十 Cnpn， 
使 得 目标 函数 
ICu ca, 7, e) = eG (F6 - Siem) de 
一 min( 连 续 型 )， (4.1) 
JP o(2) 20H ple) Oase b) iA BUR, 
1-3 w; ( u- Cpi (2) ) dz min (HW). 
(4.2) 
RI N >n, ex 称 为 纺 的 权 因 子 . 
在 [en wy] 函数 类 中 选择 g(z) 使 得 目标 函数 
1-5 (37 $82) t ap) f” odo min. 
(^ (48) 
Sy: 称 为 % 的 权 因 子 .。2 为 光 顺 因子 , (4.8) 称 为 插值 和 最 小 
二 乘 混合 模型 . 4 0—1 BI (4.8) ÆA (4.2), 24 p-0 时 ,将 导 
出 三 次 自然 插值 样 条 ， 
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41 将 折线 作为 拟 合 曲线 
给 定 [w， 纪 的 一 个 非 等 距 分 基 
(m, aig ais am tt b, 


选取 一 次 B FEN HER 
t— h 
fui Z; » ha ea, 
p(x) = Bi, a (2) 一 人 fuam "M 
tia 一 UTE , ` , 
0, AT. 


对 于 [4, 5] 上 平方 可 积 的 函数 yo) ， 求 它 在 均 方 意义 下 的 最 
JL898. 


I(ei 5, Ca) - (re - dons i-us. 
| (4.4) 
2I .0(j-1, 2, =, n) fS SOR c, 的 法 方程 式 ; 
S([ Bis) Bs) ar) os | Bua) f G4, 
$-1,2,-,n, (4.5) 
iü 44-7 $44— 5, 注意 到 
suc, Bis(s)B,a(s)da—0, |$—3| 71 


suf (B, s (2))*da = NI (B, a(2) Yda 
i 
-Aan tih 2» 


LE 
aum" Bi_1,2(%) B,s(2)do = L dta 


tina , 
aa^ Bi+1,2 (0) Bia(z)de -二 dti, 
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进而 将 (4. 了 1) 归 为 解 三 对 角 严 格 占 优 的 对 称 方程 组 ， 


dio, yp Dict diea CI 十 ds €i417 Bi, 


Bi- | Gf do, demise [ EO 


$—1, 2, =, n, 

(4.6) 8 JH 3E EGRE. 下面， 分 析 方法 的 误差 , 假定 ， 
f(z) EOta, 要 ,由 相应 一 次 B 样 条 组 成 的 子 空间 为 P. 称 
dist(f, ree Te O aD 


H^ SATEN -Z 的 距离 
定理 8 ij fcOC[o, 9, 相应 于 (4.6) 的 解 记 为 Laf, N 
成 立 着 估计 式 


|La fle «8| fl. 
Lf |. «4distCf, V). | (4.8) 

Efe) EC2[c, 5], id T=max 4 有 
[J-La fle < T fl. (4.9) 


特别 的 , 当 分 划 为 等 距 时 , 即 步 长 *= = 人 时 有 


1 一 古寺 (2 人) -oo — ao 
证 明 H BERERA | 
[Laf |. max [ei] - ejl, 
注意 到 (4.,6) 有 
At | din 28 7 
di Ass G-i 2o di, Apc 617 rp Pn 


从 而 


6 
2]e;| = A raga 7 (dije; 1T 46, ut6j- Up 


Sagas 十 |oj|， 


WU Hof. Sel. 另 一 方面 有 
mlel ES MEZO 
(4.8) 的 第 一 式 得 证 ， 又 当 s 是 (4.7) 的 解 时 有 
IJ — Laf | o= |f —5:2- Da(8:— f) leo 
«| £5.31 -fla 4dist(f, 2). 
取 s. (2) 25 — UE A, 即 


81(2) = > J (3) Bi, alw) 


有 I-s <A os 


故 \4.9) 得 证 . 

43 光 顺 样 条 

给 定 [&, 8] 上 的 一 个 分 划 

T, U= da EO t y yai D, 

假定 在 分 划 点 ev. E, WR y — AC) 的 型 值 % 已 知 ， 由 于 实测 
的 误差 , 一 般 讲 y 带 有 某 种 测量 误差 。 这 里 ,我 们 建立 一 个 
目标 函数 , 它 既 有 最 小 二 乘 特 点 , 又 可 通过 参数 的 调整 , 使 它 
变 成 插值 问题 简 言 之 ,就 是 寻求 gE) Eo, zw] 使 得 


。。 > yi pey 
1 (ei, *, Cn) =p >( yi 


n -中 | (iG) semi, (4.10) 


这 里 2 是 可 调整 的 参数 ,0<p<1, 
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引 理 6 BR gs (2) (4 10) MIU, WAE A (2) € 
e [z x] 都 有 


[c etw Gas - $2, (4.11) 


、 p E 
这 里 入 一 toD Oy)" (gp (E) — y). 


证 明 记 Vy) — gy (2) --en(z), 这 里 8 是 微小 参数 ， 将 
它 代 入 (4.10) 并 将 左 端 用 也 (s) 记 之 有 


PO) - -P| (iG der do. 
S 3802) — en) Y 
tp É TN TE ) ? 
由 于 go (2) i (4.10) BUM, CF (0) = 0, 即 有 
mU" ar "in & nle) Cge —9) .. 
GD) dw" odet 2] 280 0468 o, 
证 毕 . 
推论 1 EAW Ena) =0, i=l, 2, e, NR nae) € 
C? [z,, zw], RLE 


. , [Z d ow Glas. (4.11) 
这 是 推广 到 希 氏 空间 中 光 硕 样 条 函数 的 一 个 重要 特征 . 
推论 2 下列 关系 式 成 立 | 
3-0, 
3-0. 


WEBB H36, tm (2) —1, zx 即 得 证 . 

定理 人 光 顺 样 条 特征 定理 ) ME gs o) AE (4.10) f ft, 
则 gp(z) 是 三 次 自然 样 条 函数 , 即 gu Co) TE 
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(4.12) 


N $8 
pO mathet n LR, ^ (a9) 


=P llay. 
证 明 假定 mw(%) 是 [6, 妇 上 具有 二 阶 连续 导数 的 任意 指 
ERKA, 由 Taylor 展开 式 有 


na) 163) + (e-a) G2) +|” (07 0a (Od 
HIR 6 HERI Oi (2-0 (672) A 
NOLO 
= (1) - nf 62)) Ss 
cen (21) > As 
5a + 全 qj! (0 (È Aw — t Sua 
+ 全 Sna- zd" (2d, 
His" O ERTE, ES | 
E) -2 Axa), 
从 而 9, (6) =at Bo ON ETRE, 
证 毕 . 
THER PORER, 为 书写 方便 简 记 gp(w) 为 qG) 
并 约定 | 
age), emp (e/a i12, N. o (1) 


由 于 g" (0) H les PIEKE 注意 到 
g") -2e (j-i—1, i), 


GUB "(0-204 - PME IA Ci LSU, 
y Atii 


将 (6) 积分 二 次 关注 意 v0) - aj(j—i—1, DEN 
ga) =c e: m 人 


Cia CA, 4)? E Vi 
+( fit 3 A. 1 


+a - e 2.1)? An ye Tii (18) 


A21. 
对 9(o) 求 一 次 导数 , 又 得 


注意 到 Y (o) dE o 的 连续 性 , 我 们 推 得 


eid st Mt 一 ~ 一 一 x CK ZA a — Ar t ——— 
dva 


i= > 8, =, N —1, 
s Estitun tese 9 TO ^69) = —0, 我 们 得 到 
关于 e 的 联 立 方程 组 
C; idm, a +26; (oci 十 4do) 十 cid 一 8 (5 一 ma), | 


4a _ ho: A 
"a ^8 4 


da Atii 
0,706470, $—2, 8, 1, N —1, | 
(4.16) 
上 述 方程 组 的 系数 矩阵 R 是 对 称 三 对 角 且 严格 占 优 , 故 es 的 
解 存在 且 唯 一 ,将 求 得 的 ci 代入 《和 15) 便 求 得 含有 待定 参数 
4, aa, +, ay 的 函数 9 (o). 再 将 它 代 入 (4.10) 并 令 工 -min， 
JURE m, da, ^, ay METE. 这 样 ,三 次 自然 样 条 函数 gn) 
的 表达 式 便 被 求 出 下面, 记 甩 为 一 2 阶 方 阵 ，@ 为 
(N -2) x N WER, a 和 分别 为 2E, N —2 维 向 量 ， 
— 7Q 一 


,2CAm,-- Ama) Ara 
dta 2 (das + da) Ata 


pu 2 (deys + Aena) Atya 
Arya 2 (Agya 十 Acti) 


CN 一 


p^ -( à + às) i 


eecsossepoeeoseH] ec osoacesvercooseose 


1 -( 1 十 
dgy- Arya m i AL 

01 
Ga 

a= . 
ay 

于 是 (4.16) 写 成 
Re -8Q"a, (4.16) 


其 次 ,对 于 任何 直线 KKa) 有 | E 
f TE OOO + 00272. 
于 是 (4.10) 威 为 . B 
1-935. ] EEDE SINOAT | 
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将 它 写成 矩阵 形式 为 
I-p(y—a)"D*(g—a)d— 2 q- "po, 


这 里 已 为 N 阶 对 角 和 矩阵 ,y AN "PM 
dy . Yi 
D= ya , ， Y= Ya 
| öyr Yy 
另 一 方面 依据 (4.16)', 有 
0—8R^7Qa, 
于 是 可 将 目标 函数 写成 
I-p(y—2a)"D*(y—a) +6(1™2) (RT Q'a)" B(RQ74), 


(4.17) 
Hs D? 和 (3G: ROG Ro fase 的 , 故 当 
: —2pD?(y—a) +12(1—p) (RD RUOUCQ")a - 0 
时 , 目标 函数 了 工 取 最 小 值 ， 注 意 到 R= (R), 将 上 式 化 简 
有 
pD*(y—a) -3(1—p)QC. (4.18) 
H (4.18), RIA s] 


sg) - 2 (3-02 2) -wo dD-o) 
- - [2E 2, 1BQel?. 


放 里 | .| 是 欧 氏 模 。 为 了 确定 关于 o 的 方程 组 的 解 , 我 们 将 
(4.18) PPRA RI 3 QD 并 注意 到 (4.16)' 得 到 
p(8Q7Y — Ro) -6(1—p)Q" DQc, 
或 写成 (6(1—5Q"D'Q--pR)e -3PQ"g, — 
记 c= pu, u= (uatwi) s H 


— 72 一 


可 得 关系 式 


(6(1—p)Q"D'Q--pR)u - Q"y, (4.18)' 

并 县 
$(g5) -36CL— p)? | DQul?, (4.19) 
& 43 —6(1— p) D?Qu, (4.20) 


也 即 是 说 ， 通 过 (4.18) Riu, 从 而 求 得 6; 再 通过 (4.20) 将 
a 确定 下 来 .将 4, c 代入 (4.1 辐 便 求 得 使 (4.10) 取 最 小 值 
的 三 次 自然 样 条 函数 go (2) ,简称 为 光 顺 样 条 . 


不 难 知 道 
gs (2) =a, 
gy (2) E gy (o0 — Mo) Man), 
gr (æ) = 6pu, 3 


y) ~ HD 800 


Hie, HER 泰勒 展开 式 将 go (m) 在 (wi, 0,3) 的 表达 式 确 定 
T3. 
D (2) = gs (2) + (e — 4) g. (m) 


+7 je g» (a) + —L— (2— mt gy (2). 


若 对 MT B œ= s. Y=), t REE 
数 ， 即 tC) es YL) — 9. 2I. D, 950) 建立 光 顺 
FEAR, 便 得 到 go (0) 的 参数 形式 。 由 于 上 是 等 距 的 ， 计 算 格式 
特别 简单 。 更 重要 的 是 利用 它 可 表达 闭 曲 线 ， 如 椭圆 等 .还 
可 以 在 机 器 上 显示 出 美观 的 China 草 写 体 ， 形 形式 式 的 美术 
I2. 
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第 m 
局 部 逼近 法 


在 外 形 设 计 中 ， 常 常 要 求 被 拟 合 的 曲线 具有 某 些 几何 特 
征 ， 通 常 作 如 下 的 考虑 

(1) 采用 分 片 多 项 式 (或 其 它 函数 ), 在 结 点 处 有 适当 的 
光滑 度 ; 比较 常用 的 是 属于 O* 类 的 分 片 三 次 多 项 式 . 

Qi) 拟 合 的 曲线 不 一 定 过 型 值 点 , 在 结 点 处 曲线 的 切线 
斜率 不 一 定 等 于 原 曲 线 切 线 斜 宁 ， 这 类 曲线 在 整体 上 具有 明 
显 的 几何 特征 ， 也 芭 是 讲 , 为 了 使 曲线 保持 一 定 的 几何 特征 ， 
放宽 了 曲线 过 型 值 片 等 方面 的 要 求 。 磨 光 法 就 是 这 类 方法 的 
一 个 典型 代表 . 

所 谓 局 部 逼近 法 ， RERA MER Y= sC) a AH 
值 只 跟 周 围 儿 个 点 的 型 值 或 导数 值 有 关 ; 换言之 , 曲线 的 局 部 
几何 特征 可 通过 局 部 型 值 的 调整 而 被 满足 ， 局 部 有 逼近 的 一 个 
优点 是 计算 简单 ， 通 常情 况 下 不 必 通 过 解 大 型 方程 组 来 确定 
曲线 的 方程 . 

在 局 部 逼近 法 中 , 最 常见 的 是 Hermite 型 的 分 片 三 次 播 
值 ， 在 本 章 里 侧重 介绍 这 一 方法 。 磨 光 曲 线 的 几何 特征 及 拟 
插值 等 内 容 在 本 章 里 也 要 谈 到 . 


.$1 Hermite 型 的 分 片 三 次 插值 
给 定 [a, 缮 的 一 个 不 等 距 分 划 


7. A= LTL Ley = b, 
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要 求 寻找 y=f(w) 的 拟 合 曲 线 y 一 s(w), 它 满足 下 列 条 件 . 

(i) 在 每 个 子 区 间 (2, wit1) 上 是 分 片 三 次 多 项 式 , i= 
0, 1,-., N-i; 

(i) 在 [4, b] E s) Æ C^ 类 函数 ; 

(i) s(w) 在 (zi zitt) 上 的 表达 式 由 下 列 条 件 决定 : 

sls) = Ou, s (a1) 790441; ! 

s (zi) = B;, s' (841) = Bira, 
这 里 ou, 01a, Bu Bui 是 自由 参数 ; 诚然 , 我 们 可 适当 地 选择 
这 些 参数 来 达到 允 近 和 光滑 的 要 求 ，o 称 为 型 值 参数 ，B; 称 
为 导数 参数 . 形 形 式 式 的 分 片 三 次 曲线 将 通过 ous B, 的 不 同 
选择 而 得 到 ， 在 下 面 讨论 中 , 我 们 还 将 看 到 ， 在 特殊 情况 下 ， 
stw) 能 属于 C? 函数 类 。 如 果 再 适当 增加 样 条 结 点 , 那么 , 所 
表示 的 曲线 的 灵活 适应 性 就 更 大 了 . 

我 们 称 满足 条 件 (1.1) «EBORE GO S Hermite 
Ei HhIÉoxdá[à d EE. 2 a, — f (4), 04437 f (9141), Bi= 
J (e), Bas f Goa) BEL AES ALIS Hermite 插值 . 

为 什么 Hermite 型 揪 值 是 曲线 局 部 逼近 的 一 个 重要 方 
法 呢 ? 首先, 计算 是 局 部 进行 的 , 简单 的 。 其 次 , 常常 可 通过 
o, 来 调整 允 近 精度 ,又 通过 B; 来 调整 曲线 的 几何 特征 , 或 两 
考 兼 而 有 之 。 总 之 , oy RETELE, 而 B 恰恰 又 反映 了 
儿 何 特征 ,两 者 相 结 合 便 可 得 到 许多 有 兴趣 的 曲线 . 

引 理工 分 片 三 次 Hermite 型 插值 函数 在 区 间 (%; Bita) 
上 可 表 成 

SO) — go. (£) t go a (2) ori P1: (0) Bi 
T gi i2) Baa, (1.2) 
其 中 oi) PRA Lagrange $ pij 2c, BI 


(1.1) 
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soot. 
meo (rcnt jeg 
9i i0) -= @- (25y | 


Pinle) = (v-t) (2 z5 . 


这 里 u= eio, 
. 事实 上 ,直接 验 明 pw(%) 满 足 
pP; (2) 701,004, vs e (æ) = 81,18; v (1.4) 
且 pws(2) 均 属 三 次 多 项 式 , 放 引 理 得 证 ,而 且 容 易 验 明 
Pori (9) =Po (0m Hne), } 
Pin lE) = 一 Da 十 他 一 2) 
成 立 . WE, ` 
4.2) RE ERROR SEE 2E RH. H TABTE, 
我 们 引进 *(@) 的 差 商 表示 .回忆 一 下 重 结 点 差 商 ,我 们 有 
[ro ws — 8 (2) — B; 


sulf- EZ zua]e-- [x zi]s 
4 


roOOS3 


(1.4)! 


[ti a, 
uu Io 2uils— B; 
一 一 一 一 一 一 一 


hi 


同 理 | 
[n wo, iss Sui] Eti Dee as~ [ou op mulo 
i 


2 Bi-2[m, tirls + Bua 
EE" a, 


这 里 [v Dials = uu 
应 用 Newton 插值 公式 ，Hermite 型 的 插值 公式 在 (n Tatı) 
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上 能 写成 
s(x) = [vi] s+ (x-xi) Do, vst (m)? [2s ti vils 
十 (m —ax)? (o — 9441) Elis Bis Pitis 2ie1]8. (i. 5) 


从 计算 角度 看 ，s(c) 又 可 写成 矩阵 形式 , 令 T =t, Ë 


接 由 (4.3) 得 | 
2 —2 1 1 p^ 
—3 3 —2 -i | Q1 

0 

1 


s(t) = (P, P, t, 1) 


3 


0 i 0| B 
0 0 02 Buu 
0<t<1. (1.6) 
1-1 Hermite 插值 
Hit o f), Bj f' O), WR o) I ERE Fo 的 分 片 三 
次 Hormite 插值 函数 ,为 符号 方便 , 记 s(w) 为 H (2), 由 熟知 
的 余 项 公式 有 
fiv) 一 五) 一 (=)? (wti) [m o Vii, Liri vl f 


Dcum req), 


E APT n, s o ZÑ, a.n) 

O 3RR RRSO Ee b), s(a) AGD, 则 在 
(au, 22) EER 

f) sla) -LW GI BP. fCE) i) (1.8) 


RA. AE EKT, ETRE, taD 中， 而 
Eas) = Expo Cr) "Frigo a Qo) 
t dip, (9) -dicipi oa 0), 
e= f (ej) o5, dy f' (25) - Bs. 
此 外 ,在 [w, 要 上 有 估计 式 


, 


-sloc LP] o max [a] epa, (1.8) 
这 里 


led 


d; t — dua mE sh =max (hj. 
j 


h; 

或 
I- sles #57 a MIN max [e| +4 max dj. (1.8)" 
证 明 HJ 1.2), (1.3), G. DATERER 
f (2) sla) —f (a) ~ H (e) +H (e) —s(a), 

并 由 max lpo) 一。 mar , e, ei(2) | ^1, 便 可 获得 引 理 


的 证 明 ， 
从 (i.8)” 我 们 看 到 ,在 一 般 情况 下 ， XTEfG -sQ) 
有 一 定 的 精度 , 应 怎么 去 匹配 wy 和 B， 北 列表 如 下 


AE 1 
JŒ) —sQ) XS BE 2f (23) 精 庭 B5—f' (s) TREE 
Oh) Oh) o0 
O (h?) O (M?) O (h) 
O Q8) OHS) O (hà) 
O (h5) O(A*) . O (hë) 
为 了 研究 SQ dE (0, 1) 区 间 是 否 有 极 大 、 极 小 点 , 叙述 二 个 引 


38, 
引 理 8 实 系数 二 次 式 吧 十 20z 十 9 在 [0， 1] d —4H 
异 实 根 的 充 要 条 件 是 
pP—gq>0, p«0, 0xg <i, 1+2p+g>0, 
WEBB 设 at 2pe+g= (s — a) (4 一 02) 一 大 一 (zit ta) e 
terta, WA 2p= — (wta), Q— 21x, H 
Tia = -ptv p-d. 


— 78 — 


必要 性 $ nives. HERH <a vam, Apg 
20, p«0, 0«Q«1, 12-2p4-97 (1—2)) (1—23) 70, 

充分 性 由 一 4>0, 可 知 a, ws 为 实 根 ， 册 0<g<1 
及 p<0 可 得 1、 m2 之 0 H ews, 4p v1 ei, 从 而 
1--2p--q— (1—2,) (一 mg) 过 0, 这 与 1+2p+g 之 0 矛盾， 所 
以 0 入 zaxze<1T， 引 理 证 毕 ， 

9]38 4 — 实 系 数 二 次 式 妈 十 2pz 十 9 在 [0, 1] ros nE— SE 
根 的 充 要 条 件 是 4TLT22 十 g) 委 0, H. g.1--2p-- q TARAR, 

有 了 引 理 3 和 4, 我 们 便 可 判别 se) 在 [os cual 上 的 极 
值 性 质 。 

ES s(c) 在 (cs 253) 上 有 有 拐点 的 充 要 条 件 是 

[£5 Diy iris Salf +0, 
] «o 


0< [o;, Pitis Ziil f ~ 2 [%;, Ti, Zalf z 
` Sh, EA Ug, Vitis Birl f 


1-2 分 Rz 二 次 p ER iR (Bessel) HaT 


将 a; BUR f (opi 8; BUR 
= hit a, ilf + Pu as, Balf 
B id hia 
称 插值 问题 


8 (ax) =f (a) 3 S(T) =f (254), 

s (a) =B, S æa) Bus $—0,1,-, wa) (1.10) 
为 分 片 三 次 Bessel 插值 . 

定理 1 # f(e)CO'[e, b], WW] Bessel 插值 的 截断 误差 
满足 h? ^ 1 

2) -sG) I l+ if»), Qa 

HH hmaxh,. 

证 明 ”事实 上 应 用 泰勒 展 式 有 
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lur, sIf =h fog- KO, 


+4 h Hh pre), oa 


hirlo tlf =h sf Ca) gh f" (e) 


Jesi TALES p (£a) , qu £a ua, 


上 面 两 式 相 加 并 除 以 THEN 
B.- JG) ee qq), m intem, 
注意 到 引 理 3， 定理 便 得 证 . 
在 等 距 情况 下 ，Bessel 插值 为 
s(a) =f (2), S(t) =f (25.3); 
s (23) - e 3 (2144) = E 此 | 
如 果 想 把 逼近 的 精度 提高 到 OQ), RI s (e) EGIT f) 
的 精度 提高 到 O(), 容易 看 到 , FE 
s (n) = t Men T (fg Aya), joi iei, 
W s (cj) EE. 广 (o) 的 精度 便 是 O (9), 
令 变换 7521-1, WI s 的 表达 式 可 写成 


— 1 3 2 
s(z) —4g (5 t$, t, 1) 


Y-a 

1 -T7 16 —16 -7 i\f ys 

—2 15 一 28 20 —6 ily 
| 1-8 0 8 -1 olyn p412 

0 0 12 0 0 Ol gua 

Jia 
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1-3 Akima 插值 
Akima 在 1970 年 所 出 了 一 种 新 的 插值 so, 将 Es 下 成 
g,- eile wi] f tosla, ilf 
Witi tH Oi 

其 中 o= | [wy «lf — [ov elfi. 
KERR: AR e, wdf BIN oci 时 应 注意 函数 值 
在 左边 变化 状态 。 车 左边 变化 缓慢 ， 则 [wm mdf 的 权 因子 
就 小 ; 反之 权 因子 就 大 ， 或 者 讲 , 我 们 不 仅 用 一 阶 差 商 , 还 考 
嵌 到 二 阶 差 商 的 变化 状态 来 建立 了 (zw) 的 近似 值 , 25 8 
了 (2) 在 一 个 变化 特别 缓慢 时 ， 要 应 用 这 一 便 的 函数 值 去 描述 
函数 的 导数 值 。 

Akima HADR O 的 分 片 三 次 多 项 式 局 部 逼近 ， 在 每 
^T AXIBI (o, 2:2) E SSH f (9) 7 一 和 一 2 7 一 二 二 3 
X. 类 似 于 Bessel 插值 ， 可 以 验 明 Akima 揪 值 的 截断 误 
ZJ OA). 

1-4 三 次 贝 齐 尔 (B6zier) 插值 

1962 年 法 国人 员 齐 尔 提 出 的 贝 齐 尔 曲 线 , 被 广泛 应 用 于 
计算 机 辅助 几何 设计 中 ， 三 次 贝 齐 尔 曲线 ， 实 质 上 也 是 一 种 
Hermite 7984818. 

在 区 间 Cou, w+ 二 上 由 四 个 型 值 点 Yi Ve, gan guai pim 
AERE — UC SLOT ARCH REOS 


| 
3 -6 80 s | 
t) =, t, 1,1 ; 
OD] so 3 TI 
i 0 0 0 Vici 


$— 


Rut 


它 可 以 理解 为 下 列 Hermite 7238 (8t 

s(a) =Y; S(243) = Yiri, | 

So =8 (yi =y) /hi, S (En) = SG- -Vax) /hs, 
即 可 得 


3 —2 -| Yigit 


3 42 一 3 
8(0) — (È, 2, 2,1) o 0 1 gC gy 
1. 0 0 od 8(9i1— Yma) 
-i 8 -3 1 " 

一 6 3 0l yf 

-3 8 OO0]|mwaul 

1 0 00g; 

这 说 明 ， 三 次 贝 齐 尔 曲 线 实质 上 也 是 一 种 特 殊 的 Hormite 插 
值 曲线 . E 

1-5 Tz 样 条 

在 几何 外 形 设计 中 ， 模拟 外 形 的 拟 合 曲线 常常 出 现 了 多 
RKHS. ARERR RELF, 常常 通过 将 型 值 进行 
适当 的 修改 或 调整 权 因 子 来 避免 多 余 拐 点 的 产生 ; 有 时 ,对 最 
小 二 乘 的 目标 通 数 给 予 恰当 的 约束 限制 ， 将 问题 转化 为 优化 
计算 的 问题 。 但 这 样 艇 , 其 计算 量 是 很 大 的 。 苏 步 青 教授 提 

三 次 参数 样 条 曲线 , 引进 了 二 个 可 调整 的 参数 , 找到 了 无 
多 余 抛 点 区 域 呈 . 

这 里 介绍 另 一 办 法 , E e ABL DOR Gm, ou) 中 ， 
适当 增加 一 个 样 条 结 点 (2:<E<wmiw)， 并 在 (m, €), E 
wirl) 上 分 别 用 两 个 不 同 的 三 次 多 项 式 去 台 近 .由 于 增加 了 自 
HRE, 灵活 适应 性 增强 了 ,因而 可 能 消除 多 余 的 拐点 。 这 样 构 
成 的 曲线 称 之 为 z 三 次 样 条 (A taut cubic spline) 或 三 次 保 
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~ (8, 8, 1, 1) 


zl 


FESS 


vul ECPEAR R. 
假定 给 定 画 数 (2%) 的 一 组 点 Cw f (00), $—0, e, N 
(wy<<w+1)， 利 用 差 商 与 导数 的 联系 有 


ud 
[mi-i 21, Sil = f gu. qi 3 E Lua. 


利用 上 式 , 我 们 对 多 余 拐 点 作 如 下 规定 。 
EXI 设 y=f(w) 的 拟 合 曲线 为 sœ), W 
8 o [i tur f — Dna, vd, 
车 当 daO Bf, sO) dE (o, m1) P2623 s. 而 当 9:9,41—0 
Hj, sC) 在 (wi, c) 中 有 一 拐点 ;此 外 ， 当 9:9,1- 0 时 ,不 
论 s(w) 在 (ws, mL) PERH, BASOA HL. 28 
99,,,70 Rf, s(z) E (m, 2,3) PRIOR ARALAR w 
6)09,,1«0 Hf, s(z) 3e (o oud PHA AMRA AFRA. 
下 面 我 们 首先 来 分 析 一 个 特殊 三 次 Hermite 插值 问题 的 
拐点 性 质 ， 由 (1.) 式 知道 在 [0, 1] EWE 
s(0) =s (1) =0, } 
$' (0) =, § (1) 一 Si 
的 三 次 Hermite gt fé dl Z8 up 3k Jy 
$(z) = (S80+81) a? — (280+ 81) a? -- 8x, (1.14) 
HF (0) 一 一 2(2s0 sD)， s (1) -2 (89-38), lh CL:14) R 
义 的 s(2) 3E (0, 1) E3623 AER TEE IRE JE 
(280 十 81) (39-254) «0, (1.15) 
81:8 6. 满足 播 值 条 件 (1.18) 的 函数 s(%) 在 (0, 1) 上 产 
生 多 余 拐 点 的 充 要 条 件 是 
2 


sost<0 H 0<z< 霹 或 I, (1.16) 


(1.18) 


Dr E 


$4— $9 * 
— 83 — 


证 明 ”注意 到 [0, 0, 1]/ — —s,, [0, 1, f =s, 出 定义 
LA, 34595070 mj s(c)3E(0, 1) 中 有 损 点 ， 则 称 这 个 拐点 是 
ER. IH (1.15), sz) 在 (0, 1) 上 有 损 点 的 充 要 条 件 是 
(2s0+ s1) (594. - 284) 20, 或 即 (2 一 32) (1—82) 70, 解 之 得 0 过 
em HUI rel, ER. 

下 面 分 两 种 情 视 来 消除 多 余 的 拐点 . 

C1) 38 sos<0 E Dc BS RAT RE S OUR 
分 段 三 次 多 项 式 , M RA 60-c£1, BH s(z) €C?[0, 1], 
记 ^ 

s(@) — As--B(1—2)--Og(2) --D(1—2)*, (1.17) 
其 中 


P(o) 一 oa03 十 Go 人 (全 )，， — (1.18) 
A B. C. D.E a IS S ESSI DAS p (o) EE SE BOE, BCA 


RER o (2-5). 的 西 性 组 合 , 即 取 «act, 
通过 计算 可 得 8(0) —9(0) =pg”(0) =0, p(1) 21, 
9" (2) 20, 0<z<l， 
另 方面 ,用 插值 条 件 (1.18) 代 入 (1.17) 可 得 
B+D=0, 
A+O=0, 
A—B-83D=8, 
A— BO (1) +s, 


ie po (/8-a4-(1—2)/(—£ REB p 1, RIE 
i8 (1.19) n p48 
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(1.19) 


—A=0= (sg+281) /8(2p —1), } (1.20) 
~B=D= -—((8p—1)s9-5:]/3(2p— 1). 
由 于 s" (2) — Og" (e) - 6D(1 — 2), nf 4$ s" (0) = 6D, 
s" (13) - Co" (1), s"(£) -Og"(£) -6D(1—2£). BT s(o) 在 
(0, 了 中 无 拐点 的 充分 条 件 为 0:D>0, Rip- 1)so 7-81] 
"(so 十 281) <0. Hz p 在 表达 式 代 入 求 得 a< [1— (L- 8) / 
3(0.—2)]/£. RR al) = [D (1—6) /3(8—21/€, 容易 求 
得 C= 一 so, D0( 这 时 s(w) 的 表达 式 变 得 很 简单 )， 另 方面 
ITRE a<, 可 对 6 加 上 3(1 一 z) 之 1 一 & 的 限制 ,为 简 
dp, HO£(2-—1—-r(1-2), Ih rE (0, 8), Rr WER 
结 点 位 置 的 参数 ， 可 由 使 用 者 根据 需要 自由 控制 . 有 了 ?7 可 
KKE Ea pe), ANAE TEC RS A s(a). 


Cii) 当 sos1<0, Hor 时 ， 只 要 令 $0——5,, 81 
一 80, 这 时 有 z 一 一 圭一 一 工 一 2 xu iaa, 则 问题 转化 
831— 


7s GR TOHEN Fa), BE s(2) -s(1—2). 
综 上 所 述 ,我 们 得 到 
5133 7. 在 [0, 力 中 满足 (1.18) 的 三 次 保 凸 插 信 上 曲线 可 
Xy 


r —8o[o (2) —«], 
当 sosi<0 Hia E 
i— —1 i 
s(a) =} #2. 2) 3e —1], ， (1.1) 
W Sos1<0 H Oca 时 ; c 


(39-51) 2? — (25g - 81) &? + so, 


其 它 情 况 ， 


其 中 
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g——3 — 当 gs, 时， ] 


$1— 89 


£-1—r-:min(z, 1—2), rC(0, 83), 


«- (1I $)/6 
e) ca^ 1 - a (FZ). 
下 面 对 上 述 特 殊 三 次 插值 问题 加 以 推广 , 设 给 定数 据 
Ti, yi f (0), $£—0, 1, *, n, 要 构造 分 段 三 次 保 凸 播 值 曲 
线 si(o)， 满足 sle) — 9,00, 1, -, n. EER wE 
[e wa ERE. E 
$0= (yi — [ti tilf) Ps, | 


817 (Wri — lo, 21,1] )/5, (1.22) 
Vi ui 均 系 待 定 参 数 


并 按 引 理 7 在 [0, 4 上 构造 三 次 曲线 5(w), 又 令 


(2) =s( 27) ee 022 En a, 


4 


USCS NA, (1.23) 
容易 验证 sla) — 9), $31(2)) — V), j=, iti, 
由 于 s1(w), s(2) 的 拐点 性 质 相 同 ( 它 们 的 不 同 仅 是 在 “ 轴 上 
拉 伸 或 压缩 并 且 仅 差 一 个 线性 函数 )， 即 是 说 ， 当 5057-0 时 ， 
SO) 在 (oo 2,1) PA — 23 IG TE 24. 950 Bl, si() 3E (o, 
23 必 中 无 拐点 无疑, 我 们 还 不 能 说 si (o) 具有 定义 工 所 述 的 
REPER. Jie, 选取 参数 

9, = Quasi, LHF Muay, uil) / os-it A), 

j=i, i41, (1.24) 

由 于 % 的 上 述 取 法 , (1.222 ARA 


— 86 一 


89 (y; — [tn vil) — M Docs, vy uif, ! (1.99)' 
8j (Joi 7 [m eil) Dos Sus, tual. 

这 时 条 件 505,7 0 等 价 于 6156401 过 0, 305170 等 价 于 00911770, 
所 以 sao) A e tis 二 上 的 三 次 保 凸 插值 曲线 . 

定理 2 存 区 间 [ws mj 上 满足 se) =y Ae) 一 
(o [25-1, 25] f du ils, tual £)/ (uir hy), j=i, t+1 的 三 
次 保 凸 播 值 曲线 %(z) 可 按 下 面 方法 来 构造 ; 令 

So 一 -h [tii Ti, 2441] f , Si 一 形 [v;, LTEM 91,2] f 4 


并 按 引 理 7, 在 [0, 1 中 构造 三 次 曲线 s), 则 


s(x) = yt (z—«) [9 tilf 


为 所 求 的 三 次 保 凸 播 值 曲线 . 

TOEH 2 构造 出 来 的 三 次 曲线 si (9) , 在 无 多 余 损 点 的 区 
间 , 是 导数 条 件 由 (+.24) 式 确定 的 一 般 三 次 Hermite f (Bit 
线 ， 在 产生 多 余 拐 点 的 区 闻 , 5.(%) 增 加 了 一 个 样 条 结 点 


或) 
例 1 给 定 函 数 数据 如 下 


A3 
id 1 2 ， 4 5 . 6 
m 0 0 0.001 10 21 — 88 


在 [2; 3) 上 可 求 得 s= — 0.0005, 5,— 4.999, 2 0.9999, 
3t 72.5, 148 £—0.99975, a=0.1667, 所 以 在 [2, 3] 上 的 
三 次 保 凸 样 条 曲线 可 表 为 

s: (c) —8.835 x10-5(c 一 人 3 十 4.1665 


„a { 2—1.99975 V apu 
x10 (og), ^ 910 (x 1), 


一 87 一 


在 [3, 4] LØ so —4.999, si 一 0.5005, 20.091, 取 
r—2.5, £—0. 7125, a 一 0.2157, 相应 的 保 凸 曲线 为 


s (2) 1.0788 (3 —2)*--3.920( 227072 . 
414.9982 — 34.994, 

EL, 5] H # so= — 0.5006, s,—0.5, 20.4975, 求 得 
BS £i di 2S . 
sıla) =1.00052"+ 0.501%? 一 0.5005x。 
从 上 例 看 出 ， 在 两 端 昌 率 变化 剧烈 的 区 间 [2, STRIS, 4, X 
fg HH 2g DR i8, 就 需要 增加 一 个 样 条 结 点 一 .99975 和 
2 一 2.2275, 这 相当 于 放样 工人 在 样 条 拐弯 较 剧烈 的 地 方 增加 
一 个 压 铁 。 而 在 比较 平坦 的 区 间 [4, 0], 就 不 需要 增加 样 条 
结 点 了 。 


$2 磨 光 曲线 及 其 几何 特征 


从 $1 的 讨论 中 , 我 们 明白 , 要 使 01 类 的 分 片 三 次 样 条 
函数 属于 O, 必须 对 B; 加 以 限制 , 从 而 导致 了 全 局 插 信 ， 能 
否 放 宽 对 型 值 的 限制 ,使 全 局 帝 近 问题 变 成 局 部 台 近 问题 呢 ? 
文献 [3] 中 提出 了 数据 拟 合 的 磨 光 法 ， 利 用 积分 来 提高 通 近 


曲线 的 光滑 度 ,又 利用 差 商 来 保证 曲线 的 逗 近 度 ， 假定 给 定 


y f (%) 在 等 距 节 点 m, — mo tih B) — 28 228 4 (ns, y). 将 其 联 
成 折线 段 (具有 保 直 、 保单 调 、 保 凸 但 光滑 度 差 的 曲线 )， 


x m 
y = 81(%) =5 vo(* i) 
i=ù 


HERY k—1 次 , REWE E— LUEUP DS hpo Ay, 记 
之 为 sy), 称 s (o) 2 f (9) 8] & VB CI 2, 6 
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| Hit 


y= sy(2) -uo (552), (2.1) 


这 里 Qa) 58 1 3€ 8 2 f B EAR RC, eR, 当 上 一 3 时 有 
)- 2i d- Afia 
2h ? 


Sa (a5) = Yi 十 B AY, ss 


i=1, 2, =, N—1, (2.2) 
[Ri (2.1) s (2) CO? [a, b], 由 此 可 见 ,如 果 被 拟 合 的 曲线 
不 一 定 通 过 型 值 点 (在 外 形 设计 和 实验 数据 处 理 问题 中 是 多 
许 这 样 做 的 ), BERE XE TE Mi ROUTE EE 9 ET EE D 2 53 E 
特征 ,，(2.2) 指 出 ， 三 次 磨 光 曲线 (国际 上 称 为 三 次 B 样 条 曲 
线 ) 实 际 上 是 Hermite 型 的 分 片 三 次 插值 曲线 . 
类 似 于 引 理 2, 注意 到 ss(0) — y— OQ), s'(2) 一 = 
OQ) ,读者 不 难 验证 三 次 磨 光 曲 线 的 截断 误 沽 为 CU) 。 
2-1 磨 光 曲线 的 局 部 表示 
为 了 公式 的 统一 起 见 , 记 
n- | go 当 % 为 偶数 时 ， 
0， käia, 
由 于 QCw) 的 局 部 非 零 性 质 , 当 Oyn o ius, 时 有 


k 
itvot zl 


&(c) 一 2 


j—-iv.— 


, Uo (2). (2.8) 


4 t= (22, /h, WH as ets ua M, ela) 是 关 
于 上 的 大 次 多 项 式 ,上 且 0<t<1， 故 (2.3) 可 表示 为 


WCE) = (5, 071, e, t, 1) 


x A (f, us tous EL uj 5 Yina)", 
(2.4) 


Qoo Coi … Co 
Gig Ui ctt Qik 
其 中 Á-| . ， 。 | 


Qko Or tt Oy 
为 了 求 出 Goa(2， q=0, 1, -tty E) AA, id 
T= C, Pt, Us, E, 1),1 


— e... T 
Y= Win- k-15 9, gn- EA "LE, J, uei) 5 
2 p " 


F=TA= (Fo), Falt), +, Fi). 
由 第 工 章 中 Ql) 的 表达 式 可 得 


rO- Sca (1 eee ott 


(7) X je- 
| jsp 


eX i k+1\/k Ll 多 wp 
-E(Ge»( 1 eer y, 
- (2.5) 
an= S (1) (E (g) e-n, 
0. i p 
. p. q=0, 1, CU, k, (2.6) 
由 Cr(o) 的 对 称 性 ， Cog 还 可 宕 示 为 | 
oD (Dm ($ aroe, 
D. q-0, 1, tts k. (2.7) 
由 于 s%(o) 的 代数 精确 度 为 工 令 f (o) m1 可 得 
1-TAY -T(Xaw Daw ,DB a) 28) 
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Xl (2.8) WR p(p-0, 1, =, DRIA F F 0-0, 则 
可 得 下 面 恒 等 式 


k 
$Maa-1l, (2.9) 
4-0 
k . 
$ia«-20, p-0,1, =, k—1, (2.10) 
g=0 


上 面 第 一 式 说 明 , 矩阵 4 的 最 后 一 行 元 素 总 和 等 于 1; 第 二 
AAH, 除 最 后 一 行 外 其 余 各 行 元 素 总 和 为 零 . 这 不 但 可 以 
用 来 检验 计算 4 的 元 素 是 否 有 错 ,而且 可 用 来 说 明基 函数 
FORA TEHER: 
Fo(0) +F) teet Bald) 71, (2.11) 

用 (2.6) 或 (2.7) 可 以 求 得 矩阵 4 全 部 元 素 ， 从 而 得 到 了 
se(w) 的 局 部 表示 ， 

(D) k=, vE [v vi ilb 


«0-6,2| 1 olus] 
[223 


(2) k = 2, cc [2:4 1, 2.141] 时 有 


工 —2 1 Yi 
SaÇ) -于 人， t, 1) -2 2 , 0 || yis l 
1 1 0 | ys 


(8) k—8, vE [ey wi] 时 有 


—i 3 —3 1 "i-i 
ins 3 -6 83 0| y 

Sst) =— (7, P, 1, 1)]. 
s(£) = Hs o a0 " 
1 4 1 0J.gus 


(à) k-4, «€ [z, 1,2, TREE 


sa =- e, 2, e, t 1) 


| 1 —4 6 —4 i] wa 
—4 12 一 12 4 0 Vi 

6 -6 -6 6 O | qus 5 
—4 -—12 12 4 0 Vita 
1 11 11 1 0 |] vius 


(5) k=5, c € [n eil BERE 
l s 
Ss (£) gru 3 t, P, #, t, 1) 


-1 6 -10 10 -5 l| ws 
5 -20 80 -20 50| ya 
—10 20 0 —20 i0 0 yi 

10 20 —60 20 100| gl 
-5 -50 0 50 50} ys 

1 26 66 36 i 0o yus. 

由 磨 光 样 条 的 矩阵 表示 法 可 以 说 明 ， 它 与 国内 外 流行 的 
卫 样 条 曲线 是 一 致 的 ， 用 它 来 作 数值 计算 也 是 方便 的 ， 这 时 
H t= FR( 277), i= INT( 272), 它们 分 别 表示 (2 一 zo) 
/h 的 小 数 部分 和 整数 部 分 。 并 且 每 求 一 次 导数 , 的 列 数 减 
1, 4 也 减少 景 末 一 行 ， 即 每 求 一 次 导数 , 矩阵 运算 可 以 减少 
一 阶 . 

此 外 , 应 用 磨 光 样 条 的 这 种 逢 降雪 示 , 可 用 来 研究 一 般 料 
条 的 零点 , 极 值 点 , 拐点 的 位 置 ,这 时 只 要 将 了 中 的 换 成 一 
般 样 条 的 系数 oL MHT. 

2-2 磨 光 曲 线 几何 特征 

由 上 面 讨论 ,我 们 知道 , 当 


— e2 一 


zc l2, 159,4 2], t= (2—2,, 1)/ 


时 , CUBE XGREA REOR AT 2E EIE: 


d -21 Yi 
a) - 3-5, i, o| —2 2 1M 


d 1 0 Viva 
i 


一 可 (GBy,t? 4- 24y;t + Ay; + 29) . (2 . 12) 


由 (2.19) 不 难得 到 ss(z) 有 如 下 的 几何 特征 

(1) 保单 调 性 车 fo) 在 [zo aua] GR W sale) 在 
Lo, pt, TAGS f Qo) 在 Ca, 0) 单调 或 序列 (901 单调 ， 
则 ss (2) fe[a-- 2, 6 — Z], | 


(2) 保 直 性 * fio 在 [zi 24143] 为 直 线 ， 则 Sa (a) 在 
[2, , 3, v,a] 与 f(w) 重合 ; XP NYu Yus, DUI sa(z) 在 
[zi 2, MEAT ESO kDa, INER 则 sa (2) 在 
[o 0-515. E 
(3) 极 值 性 质 车 /(%) Cca, b], BXUECI CIE E, M 
s) [a ,5- 5] itt RE. GE E 
e 3] 有 极 小 (大 ) 点 的 充 要 条 件 是 
Yi i, uua C0) B. Yo Sui Yia PÈ TH a . x 时 
BUDE a! = a LA Ie. RR FG) EO Ta, E], WE SG) 
Eln, mi aT ARDA 2, EX f" (2) 950 BE, E a? 2 O (99. 
下 面 分 析 三 次 磨 光 样 条 的 几何 特征 。 


注意 ， 当 wE [wi 2d, t= -— 时 , 三 次 磨 光 样 条 可 者 
示 为 下 面 差分 形式 ， 


-1 8 —8 liq 
| L ja 0 6. 8 0| y 
=--> (P,P, 1 
sÇ) 3i (P, P, t, 1) -80 3 0| 
i 4 1 0-L-gia 
= (Pyat PAY) 
M + Py a d- 6y, |. (2.18) 


ss(1). CS i 2tPyL A) 


=I- P) Aga] 2C- t) Ay Ayat And, 
(2.14) 
sE) =t piat Pica, (2.15) 
由 (2.13) 一 (2.15) 不 难得 到 skz) 有 如 下 几何 特征 ， 
(1) 保单 调 性 若 .o) 在 [zi za 单调 ， 则 ss(m) TE 
[v 26,1] I, 车 (%) 在 [a, 外 单调 或 序列 {yj 单调 , 则 
3a(w2) 在 [2 十 h, b-h) RR, 
Q 保 直 性 质 d f), £42] 为 直线 ， 则 ss (a) E 
Tos, 2:1] 5 f(z) 重 合 > F Yi- 17996531 91,5, M sa(2) 在 
Un, cual 恒 等 于 yu ^ JŒ Fe 要 为 直线 ， 则 ss(o) 在 
Ioh, b=h] 4a EA. | . 
” ®© 极 值 性 质 # Je) ECtfa, 如 且 无 极 值 存在 ， 则 
sso) lath, 5 一 站 也 无 极 值 存在 . | 
(4) PARR ss (m) o, mua ADAFE BU AE AR 


E| 


A 


£9, 13-0, 0<- = "e A<, 
BERRIE o” = m> P 
[zs 2,3] GE 38 ) 2; E. f" (2) 0, DE c" 6-0 P), 
B2 i fæ) =g —-2a4)—4a--1,a— —2,b-2,h—0.b, 
=8。， 试 决定 三 次 磨 光 样 条 的 拐点 位 置 ， 容易 算得 2 一 
—0.5277778, œ% = 0.05277778, Ti f (a) 的 拐点 为 Vua 


+$- £0.5773502, sp, s (0) BED S (o) BUB RR. 


Ede hg, 精确 度 还 能 再 提高 。 同 样 , 也 可 采用 外 推算 法 或 
盈亏 修改 法 来 提高 精度 。 — | 
”在 上 面 所 讨论 的 磨 光 法 中 ， 我 们 只 讨论 给 定数 据 是 等 距 
的 情形 ， 对 于 非 等 距 的 情况 ， 当 然 可 采用 非 等 距 节点 的 磨 光 
法 中, 但 是 为 了 公式 的 统一 起 见 , 我 们 引进 参 变量 磨 光 法 , 把 
非 等 距 前 问题 化 为 等 距 来 处 理 ， 这 里 只 研究 序号 参 变量 麻 光 
法 .为 了 叙述 方便 ,只 研究 平面 曲线 的 情况 . 

2-3 序号 参 变量 磨 光 公式 

设 在 平面 oy 上 给 定 一 组 向 量 m (s, 9), 将 各 向 量 的 端 
点 依次 连 成 一 折线 , 它们 可 以 是 开 的 或 闭 的 (图 1). 

引进 参 变量 使 对 应 于 项 点 的 参数 值 1=i， 从 而 折 
线 可 表示 为 向 量 的 形式 ， 


n) - Zin-0, (2.16) 
其 相应 的 磨 光 公式 便 是 
l sp(t) = 之 TQ, (é 一 &) . (2 * 17) 


如 果 是 闭 型 的 ,比如 说 , 存在 正 整数 NS, rns ro, 则 我 
们 可 将 给 定向 量 组 (r8 UN JL ETT RE T, E Tio r. 


(a) 3m &-Z nQ-0 ^  (Q Bm si 
| — 图 1 折线 的 怠 样 条 表示 
考虑 到 这 种 周期 性 ， (2.17) 可 以 改写 成 | 
s(t) = È råt- i), O«t«N, (2.18) 


其 中 : oq) eem o 
为 + 的 周期 函数 . B 

k-2, 8 的 公式 (2.17) 或 (2. DENEN. 完全 平行 了 
2.1 及 2.2 的 讨论 ,用 s COR ss( 四 去 拟 合 给 定点 组 (n 
{Cen 9) 具有 下 面 性 质 ， | 

(à) 逼近 性 质 ， 


$4 (2) 一作 一 二 x i— 2r; — 
S (4$) —ri— T la —2ri Tua) 。 
, GD 相 切 性 质 “% 人 的 切 于 每 一 折线 让 的 中 点 , 妈 
a(i ex) g Hra), sl +F) ro 
sa ©) 则 近似 平行 通过 每 一 折线 中 点 , 即 
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,TY d i 
a(i + 5) = 5 (ri + Tii) 十 ag nt Ti3 —Ti— Tiis 


s(i +4) = (ri 一 r) + {Crua 一 vri: TSri— fi-a) . 
Gi) (OVE 


. 9G) Sfar 
SO Srna rit 

XCP oss), s OBEEO, G, CDRJILAR, 完全 
类 似 于 2.2 的 讨论 , 这 里 我 们 不 再 详 述 . 

在 外 形 设计 中 ,有 时 不 仪 要 求 拟 合 曲 线 比 较 光 顺 ,而 且 在 
某 种 特殊 的 情况 下 要 求 保留 某 些 “ 尖 点 ,采用 参 变 量 磨 光 法 ， 
可 方便 地 适应 这 样 的 需要 。 

0 保 尖 性 质 设 给 定点 组 {人} ={(%;,， y), j-0, 

ON RFT s), HIRAEM MR n= (so y), € s 


N-23 重复 编号 一 次 ， 即 rimus B sG) Zinai 
在 区 间 | 一 豆 ,$+ 隐形 成 一 折 角 ， 且 折 角 项 点 为 (6 


ns XT s, dn EAE K n= (oo y), iE (L - 
N —3) EERE LU BT Tii Tua, M 


ow =È rai) 

ERAU, 5 寺 习 形成 一 折 角 , ENAN aA =r, 
证 明 容易 看 出 SORAAN 6-4 z: 1=0, 
N-1, BibesQ EK [i — 2. eed] ara mm 

3] 8UE— DOR, WERO ODA 


a(i- 一 i)" 一 gs tr) , 
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a(i 一 i) =i ty 


a(i +g)" 
由 二 次 揪 值 的 唯一 性 ， 上 面 三 个 条 件 表明 ,ss() 在 区 间 
;一 吝 , 计 吝 ] 中 的 二 次 多 项 式 退 化 为 与 连结 点 水 -1、 n E022 


自重 合 的 直线 段 ; 同样 有 
s(i +7) 一 ro 
s(i-3)- Loire, B 
s(i4)- Tua fes | | 
因此 , s Geb [+E i+ 各 | 的 二 次 多 项 式 退 化 为 与 联 


结 点 rui rus 的 线段 重合 的 直线 段 ， Pd 2(a). 

Te, FRAM, =j, 4-1, 2, e, N-1 是 它 的 
结 点 ,因此 ss (0) E DC Ü, i 二 1] 和 区 间 [ty i+2] ^23 
三 次 多 项 式 ， 通过 计算 可 得 


&& 人- =r- 1 nr), 
S£) = Lo — fa), 
sa 十 zi) = 4e Ti); 
sith 1)- - ge Tii), 


由 三 次 插值 的 唯一 性 ， 上 面 四 个 条 件 玫 明 5 (2) TE IX Wis, 
i 十 了 中 的 三 次 多 项 式 退 化 为 与 联结 点 ron n 的 线段 重合 的 


fi-t 


Tim Ius 


Tos 


fiTua 


(5) 
(a) 
直线 段 ; 同样 可 得 
s(i +$) = fua 十 高 (fus = Tiga) 3 
ss 十 ) -4 ena- ria), 
8s (24-2) = 一 fua T 去 (rss el 


s(i+2)= = FCm- Ti42), 


因此 , sa OER I] [2 --1, i+ 次 多 项 式 退 化 为 TT 
点 Tua us 的 线段 重合 的 直线 段 ; 最 后 算得 Sg (4-1) = 二, 参 
见 图 2(0), EE GER, 

图 3 中 说 明了 ， 对 正 五 角 星 的 顶点 加 以 适当 编号 ,经 - 次 
磨 光 后 仍 为 正 五 角 星 , 即 

&a (2) -3n0«-3), <<, 

仍 为 正 五 角 星 。 

Hn, 对 正方 形 的 一 个 顶点 重复 编号 一 次 ,经 -次 麻 光 
后 在 该 顶点 " 保 尖 ,其 一 次 磨 光 曲线 被 表示 为 
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Tem T fo—f5 fn 


9Y0 一 91 10m T11 Tas 


Q6 Ta= rg n 
5 : 
BASE rali), OESS, 
4-0 


S» ”含有 控制 参数 的 样 条 曲线 


如 果 在 分 片 Hermite 插值 曲线 中 , 对 导数 条 件 引 进 一 个 
参数 , 便 可 以 控制 曲线 的 几何 形状 ”又 例如 ,通过 单位 算 子 的 
分 解 和 局 部 泛 函 的 选择 ,可 构造 出 各 式 各 样 的 样 条 曲线 。 这 
种 曲线 , 计算 简单 , 具有 局 部 逼近 特征 , 通过 增加 样 条 结 点 和 
降低 光滑 度 , 使 曲线 含有 逼近 和 插值 的 自 适应 性 。: 

3-1 带 有 控制 参数 的 三 次 样 条 曲线 

设 给 定 区 间 a, 可 的 一 等 距 分 划 .， 

T; dom qe ren xay b, dq 4o dh, 
À— (b—a)/N, l 
及 对 应 一 组 型 值 yim (2), $70, 1, N, 我 们 来 讨论 带 
有 参数 因子 和 的 三 次 和 条 雪线 的 构造 法 

先 研 究 在 分 划 w KTERO vl LEKER ARRI 

造 ， 为 此 , 令 i= (a—o) /h, 当 emus 时 , 则 Ot, [a] 
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题 转 为 区 闻 [0, 1] 上 关于 上 的 三 次 多 项 式 的 构造 , 其 一 般 表 
示 式 为 : 
p = (8, 8, 1, 1) (A, B, O, DY, (3.1) 
其 中 4、 B, C, DOS uA f TEC. A8 1 DX, 我 们 建立 插 
值 问题 
pO) =y HAL Ya 
PA) Sya tas Y, (3.8) 
p (0) = (gyi1—9.-0/2, 
p' (1) = (942—92/2, 
其 中 入 为 控制 参数 , 
把 (3.2) 代 入 (3.1) 式 ,可 以 解 得 . 
pE) = (P, P, t, DM (Ys Yo Vui Vas). (3.8) 


其 中 
4A—1 —124148 124-3 一 入 十 1 
1| 一 6 二 2 18%—5  —18A444 6 一 1 
M = 
2 —i 0 i 0 
2 2 一 4 2 和 0 


方程 (3 .3) 称 为 区 间 le, 四 上 带 有 控制 参数 和 的 三 次 样 条 曲 
线 的 分 段 表达 式 ， 其 计算 是 方便 的 , RER H 


mn) ms) 


符号 FR), INT) 分 别 表示 2 的 小 数 部 分 和 整数 部 
4. 

为 了 进一步 分 析 (3.3) 的 性 质 , 利用 卫 样 条 基 函 数 Qxw)、 
Q (0), 导出 带 有 控制 参数 的 三 次 祥 条 曲线 在 区 间 [%, D) RO E 
体 表达 式 
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p(a) 一 S yl sa-a (55) 


€ a r-a} i 
-a-e»[o (EEE) 
其 中 ya, YN+1 是 适当 延 拓 的 型 值 . 

利用 (8. 甸 或 人 3.3), 直 接 计 算 可 得 ， 
p(a2;) =y +AA Y-i H 
p (s) = (9i1— yi-1)/2h, 
p” (00) = dy + a, 

(左右 导数 平均 值 )， 
ple, D) 7 Yrrty) /2 + ET Paty), | (8.5) 


p (, 2) = A/h + 


p ag ) = (Pyt Py, :) / 27, | 

p” (æ, 1) = (8—12%) Ay 3/18, 
V fG) €O'To, E], p-f), Ph (S. SUCI ER, 

可 得 误差 估计 l 

/9G)-»9()].-009), «-0,1,2, (8.6) 
Ei (3.5 40, ET E380 A p(w) 的 代数 精确 度 为 逼近 
MA OG). EI, HAsO, (SARA MAAR Ra- 
T 则 曲线 变 为 三 次 腐 光 曲线 ; MA- , wil loh 
曲线 ， 通 过 调节 》 的 值 , 可 以 控制 曲线 的 形状 .特别 , 它 把 梯 
条 插值 法 与 样 条 麻 光 法 通过 参数 联系 起 来 ,应 用 上 显得 灵活 . 
如 果 给 定 的 数据 是 非 等 距 的 , 可 类 似 于 等 距 情 况 的 讨论 ， 
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Agr; a, 


这 时 , dd Aui tipim t, t= (z — e) /hua, 并 以 Flea V, 2,1] 
XR f (2) 4E mia, m, Sua 处 的 二 阶 差 商 , (3.2) 式 改 为 . 
pCO) —gid-Mu*fu,s f [Bii 91, tigil, 
pL) iat Mug a, af [9i, izis izal, 


ha M E Vi-1 (3.7) 
p (0) = us E, | 
- yi 
P) chua rir 


同样 可 求 得 非 等 距 情 况 下 的 和 三 次 曲线 的 分 段 表示 式 为 
2 —2 1 1 
-3 3 -2 -1 
0 0 1 O0 
i 0 0 Q 
Mula f [2 4, ti, Dial 
. 35,177 Mu at haa f Uri, wii, ual 
hia 93) / Cut uua) 
hia giga 9o / Gurat higa) 
同样 地 , 当 和 = 0 时 , RAMANA Min p) (e 
为 二 次 曲线 ; 8 A RE, 得 到 一 种 保 凸 的 拟 合 曲线 . 
3-9 单位 算 子 分 解 和 高 精度 局 部 遥 近 
在 3-1 中 ,我 们 通过 参数 的 调整 ,构造 出 各 种 局 部 允 近 有 曲 
2. FEL 利用 单位 算 子 的 分 解 ， 通过 调整 样 条 结 点 的 办 法 来 
提高 逼近 精度 , 进一步 引出 一 类 磨 光 -插值 公式 ， 
对 于 [0, 1 区 间 的 一 个 等 距 分 划 
m: O020o<H< Lwy =b, m= ih, h= 


p(t) = (E, P, t, 1) 


(3.8) 


b 
N 
及 相应 的 一 组 型 值 %, $—0, 1, ^, N ERRE EHR, 
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引入 单位 算 子 工 并 进行 分 解 (为 讨论 简单 起 见 ， 令 h-1, 研究 
在 整个 实 划 上 的 麻 光 与 插值 )， 我 们 有 S. 
Sehr) => yo -5 = 之 g,1Qy(o— ), (3.9) 


将 了 近似 分 解 成 个 不 同步 长 平均 算 子 的 组 合 ; I= S) apm, 
这 里 u 者 示 以 ?为 步 长 的 平均 算 子 , 即 mfe) m (F7) 


(一 号 ))/2 tto Go preteen s, E 
sle) = I yd, (2- 5, (3. 10) 
这 里 2a 
Dr(a) -2 aua Quy o) 
-45 Sa «(aeo ) emo- 3). 
再 将 (3. OS, 
s(a) =F E Y; Sa Glee (s 31). 
(8.10)! 


易 知 sw(e) 属 于 O7 函数 类 ， 这 里 ,增加 了 一 倍 样 条 结 点 , 却 
换 来 了 大 个 参数 ao, at, =, aw_1 的 自由 选择 . 

定义 2 s» = II (c2) B B RC OLG) 的 
HASIRI E 

a -i- El 为 Go) 
jg b 2m--mo, m 取 正 整数 ,mo 取 0 或 1 将 加 (人 写成 
puo) = am $r baa n0. (84D 

其 中 ba WAERM, H d= 
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例如 ,对 常用 的 一 1, 2, +, B; bo, ba GUAE 3. 
现在 , 设 Qxw 一 站 的 结 点 多 项 式 为 


k 
maj) - 3o, a, (3.12) 


并 记 v —294-go, 9 取 正 整数 , qo ELO x 1, 
则 由 (3.11) 容 易 导 得 
q s 


DP 


> ect. (3.18) 
5 —Ji isi, 利用 Marsden 恒等式 有 


[A 
=D esf (7), v —0, 1, =, k, 


(3.14) 
(3.13) RA (3 714) nf f 


af k— 2t k 


(3.15) 
在 (3.10) 中 取 (0) —a", B 


g” = 之 j'd4(—3). 
则 可 得 
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k-1 2i 
«-xr(Ssi(7 (r) ae. 
(3.16) 
H — P H (3.15). (3.16) 又 可 得 


q k-i dye v ag-o t (t-> / k ,a 
EZ) a(2 J fi 有 一 > v baij . 


\ 


、 saqi n k— 2i Y. EV [v 
nigri je ELETTI is y) (z= 


或 即 


kt y/ gN k . 
As) LAM ) i—0, t, Ut, 4, (3.17) 


i) v - CY D 
v) *-CP) p 
i e 

o 

[t 


k 
B 2A 2g ) 
由 上 可 知 , ER ss(%) 对 ?的 带 近 是 精确 的 , 则 a. 要 满足 
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方程 (3.17)， 从 (3.17) 还 可 看 到 , 当 >=~ 29 X v - 29-71 所 得 
方程 组 完全 相同 , 并 且 每 当 » 增加 2, Bp 9 增加 1 时 , 方程 组 
在 原来 的 基础 上 增加 一 个 方程 ， 这 就 说 明 , 若 w 满足 方程 组 
《3.17)， 则 sr(w) 的 代数 精确 度 为 vx。 

第 一 种 情况 .。 4 ?> 一 六 则 se(w) 是 代数 精确 度 为 带 
有 一 m% 一 1 个 自由 参数 asus n, es 的 磨 光 公 式 ， 基 函数 
Belw) 的 跨度 * 为 2b. 

例如 对 =1, 2,…, 5, 容易 算得 BC2) 的 表达 式 如 下 ; 


k 4 


Q(z) 


(2uo — 14) CQ» (x) 


Ic 4-345 )« 一 ($ d 405 Ja + ayn Gs) 


[32 -10as a — -( £z -150 Ja + ($ ~ Sas) ua + auta Quer) 


m. — 10a; 45a, Jw- (35 — 15a; — 644 Ja 


+ (I 6a; — 202.) ua + agus + aas Os (0) 


特别 地 ， 令 aa idus m 0x 30, 则 s) Jg FOROR 
确 度 为 并 且 以 节点 和 半 节 点 为 结 点 的 不 带 参数 府 光 公式 ， 
RERKHERA EcL, 

XP k=1, 2, =, 5, 容易 算得 OQ UT 


”D(z) 的 跨度 指 D(z) 的 非 零 区 间 。- 
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1 Qi (ie) 


200 | Qua) Os) 

3 (i so =£ m ) O(a) 

4 (5 Lo -4 ia M i Jala) 

5 (2 m- us HT Jas) 


第 二 种 情况 . 设 X 一 2m 十 mo, m Wt SE, mo 一 0, 1, 取 
P(x) -3 da; * iO (m) , WR, au; 由 下 面 方 程 来 确定 


NEN 1 
11 1 1 " i 
0 1? 223 ED mê l O3 bs A 9 


0 1*5 2: e mê Q4 


Poo: : : : 
0 1?” 22m s.. m” | lom j| bon /( 
2m Jj 


WA ss (2) 是 代数 精确 度 为 b, 并 以 半 节 点 或 节点 为 结 点 的 
不 带 参数 的 磨 光 公式 , 其 基 函 数 的 跨度 为 4 十 1 十 2m。 
， 对 4 一 2, 8, 4, 5, 容易 算得 D. Co) fm 6, 

第 三 种 情况 。 如 果 在 第 一 种 情况 中 ， 令 5,)-0, v= 
n+l, m2, =, k—1. BRA E E NP DO) -1, d.) = 
0, »—1,2, =, m, REDRA T MEI. HFL 
2，… 5, 将 插值 基 函 数列 为 表 名 | 
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k D; x) 
2 ( 5 i D)" (a) 
3 | E Os (2) 
eT 107 4.519 
ÉL up— -—— Q 
4 ( 576 ^ Ta tTI 352) x (2) 
( 73 14 


- 43 
g^ 15? * 129 uos) 


* 7. 
k | Dy (x) 
1 £z) 
— aaa O O 
2 (Buo — u) 2o 7) 
3 ($ o Smt dus )0 (o) 
186 80 a 4 s... | ————7- 
4 ($ i-a e. 35/27 E ja P o) 
5 (o E ut Ha | - 19 mt xus ia js (a) 


$4 局 部 线性 泛 函 的 一 种 构造 
给 定 [a, 妇 的 一 个 分 划 


9. tiac cM, = M <tn 
= ba yi, 
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假定 Bio) EA ti, fuus o, us DEAR EP 样 条 , 考虑 
函数 
s(%) => eB,u(m), a 是 不 依赖 于 o B9 IC, 

EB FORBES BEZERETENUAL PE *(O) 在 (如 tu) ERU RC 

依赖 于 系数 Girs nn, 05. RE A 是 CI tux] EHRE 

B, JER 一 为 J， 这 里 /(o) 是 定义 在 [ts tad 上 的 连续 机 

DUE F3 . 
y=Qf -Ñi uf Brala), (4.1) 


便 可 看 成 是 y=f(w) 的 拟 合 曲线 ， 进一步 ， 如 果 yj 仅 与 函 
Ji f (2) 3E x — o, 附近 的 值 有 关 , 则 (4. 切 所 定义 的 曲线 将 是 一 
种 局 部 逼近 的 曲线 ， 一 个 感 兴趣 的 问题 是 如 何 去 构 造 这 类 泛 
E CB Z7 29 Je SAPE LE BR 8 (4 1) 3 BUBEYERUL [TIRE GE, JF 
且 计 算 的 步骤 又 是 不 复杂 的 ， 
注意 到 B 样 条 的 求 导 公式 并 记 (4. 孔 右 端 的 函数 为 s(w) 
有 
6(G)-G-02 ML AA Bug), (4.2) 
其 中 Af = 和 osaf =-0， 假定 曲线 y— f ()dk[o, 5] 上 是 单调 上 
升 的。 注意 到 B 样 条 的 恒 正 性 , 只 要 选取 泛 函 满足 
Nf hf, j=2, 3, =, n, 
Asf 270, Mf 0, | 
那 末 拟 合 曲线 y—s(o)de[a, 0] EdtEEIA Y ETEBU.— jn ERE 


nf otl f 


bui lj 
进一步 对 人 w) 求 导数 有 
s(a) = 6-0 6-221 f B, v), (4.4) 


(4.8) 


3 


j 
La 
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其 中 pof = pna f =0. BUE f (2) HE La, 四 上 是 是 函数 (或 即 
了 "(wz) 70), 那 末 只 要 选取 
Auf Taf, j=2, 3, 1, n1, | (4.5) 
paf 70, Hayıf «0, 
则 s” (e) >0 在 区 间 La, 5] Eft 
回忆 第 工 章 的 V.D DE RR, 祥 条 函数 DNS B oE 
la, ERSA RREN Qu) 的 变 号 数目 。 MRAR Y= 
J @) 在 [a, BJERG m 次 , 那 末 ,只 要 {fH Te La, b] ERS 
的 数目 不 超过 m, M sz) 在 [9, 妇 上 变 号 的 数目 也 不 超过 m, 
ZE uf 的 一 个 选取 办 法 是 令 


MTS fas Jia—f ug, 


有 AF MAL pus, ty, 
J4k—177 bj 
或 即 s (2) 一 > r-i 5] f Bis io). 


MHIL E-2 RP Aus HO 

s(%) 一 之 /7 (2,3) Bia), 
这 便 是 连接 (wi, f(0)), 4-1, 2, -- 的 折线 函数 ， 

为 了 兼顾 逼近 方面 的 要 求 , L. L. Sohumaker 曾 于 1975 

年 提出 了 另 一 构造 泛 函 的 方法 , 取 

hf =È ol 5, Zu] f, 
其 中 za, e, 228 是 含 于 分 划 (O1 U 中 的 某 些 数 ，ourp 是 待定 参 
数 , "EL RT URHE Cit y - Qf —s(2) R7 Ux a xr —1) 
的 代数 精度 , 不 难看 出 ,在 构造 这 个 泛 函 时 必须 利用 Marsden 
恒等式 . 


—111— 


FH, RIKERA E uf 的 一 个 方法 [8] .这 个 方 
法 的 一 个 优点 是 将 一 类 处 理 数据 的 经 典 公式 都 包含 在 内 ， 通 
过 变动 泛 函 来 提高 局 部 逼近 曲线 的 精度 ,这 跟 $3 利用 变换 
基 函 数 来 提高 精度 的 方法 是 截然 不 同 的 . 

BELa, 人 的 分 划 是 等 距 的 , PKA h, 记 5 为 步 长 罗 的 
中 心 差分 , 引入 差分 算 符 


4, -$ Cð”, Caj 是 待定 参数 ， (4.6) 
Ki RE Bf 取 为 
An, n 是 侦 数 时 ， 


hf Ash, 到 人 是 奇数 时 ， 
这 里 几 是 平均 算 子 ， 差 分 算 符 Aa 是 对 了 的 下 标 ;作用 的 。 
JE, HF i23 


s(t) — 5 E Jaat BiG), 


(7) 


= Â, B tH x(&) Jisk k = A, fi, 
这 里 emfi = PN B, x) f,, (4.8) 
为 了 方便 起 见 ,我 们 列 出 了 6， 前 面 的 儿 个 表达 式 
k n ĉr 
2 I 
3 g 


— 112 一 


例如 ,我 们 验证 £=3 的 情况 , 由 B 样 条 的 递 推 关系 有 
&fi- PU B;,s (i) 
ei (h— 5) fuat aasta 


it 
= 2 2 tja — t; " B;,a(t:) 
— lá. 
caa Pena 
(i -o0f, 1 十 (tir1— 5f, 1 
二 eB 1,2 (5) 
bipi ti 
fa *f 1 
-—— M 3— Wf. 
按照 B 样 条 求 导 法 则 ,我 们 有 


6 (t) = A, SD) f, im Boca) 
一 人 Âa 之 f E Bist 


注意 关系 式 HT T+, 我 们 找到 了 y GE n RB, 列表 
如 下 ， 
ROI "A2. 

k A; m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 
£i) %0 
$) O) Pe 
Là) e) (2) sso 
iom) l) (F) ww seo 
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其 中 (o) — coI + (aco4- t)? +-+ 
-+ (atona t Cn) O” 十 acCan82 2， 
pla, B) — coL + (acot 03) d+ (Beo tacat 04) 8$ d- *** 
+ (8ca。4 十 Canat Cn)" 
+ (Beana Hatan) 89^ *3-1- Bo 09 t, 
现在 ， 进 一 步 讨 论 适当 选取 o 使 Qf RA IE ABS FORURS 
度 ,注意 微分 表达 式 
D?-I, 


— 1l du E 7 
D! — uò qu xy as i uò 十 … 


2283 — dp c 1 ge 
D?-68 Ô 9) 9 860 9.19 
= 83 54 7 VAL 
D? = u95— 1l uui. ub 
88 _ Sa. 

D= -dtig ò 


如 果 在 A 的 表达 式 中 , 4e ev — 1, 容易 看 出 , 对 任何 一 次 多 项 
式 , 均 有 
s(t) f), 


为 了 保证 结 点 处 有 较 高 的 代数 精度 ,eay 取 法 如 下 表 
X10 结 点 公式 的 代数 精度 


n 精度 2 3 4 5 
3 一 一 主 
4 a= 
1 13 
5 = — SE 
$77$ "Uu 
: 1 13 
6 一 -一 一 €———— 
EN" ^17 340 


Bin n —6 BR A 
1 1 
«0 7 Frag) 
-[r* ($99) Gg Re) 
"Gite 
los o= — LL 时 代数 精度 为 8, 当 o — TL B uL ena 
04-0 时 代数 精度 为 B, 解 得 04 一 证 
当 n=0, c —1, k- A BER 
s=Qf= =D fiaB; a0) 
= 之 J naa (377 Zisa ) 
HI Sehoenberg ——— 
(nei o=, 由 表 得 到 代数 精度 为 3 的 Jenkins 
公式 (1927 年 ) 


f - (1-5). 
我 们 假定 4, 仍 由 (3.18) 所 定义 ,而 
a-f hån 多 是 偶数 时 ， 
【4,， nn 是 奇数 时 ， 
也 可 得 到 一 类 局 部 样 条 有 逼近 公式 钙 
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第 «4 o3 
伯 思 斯 坦 多 项 式 和 保 形 人 远近 


在 一 类 实际 问题 里 ， 要 求 被 拟 合 的 曲线 具有 某 种 几何 特 
4E, 例如 , 有 单调 或 凸 的 性 质 ， 在 本 章 里 我 们 将 看 到 , 伯 恩 斯 
坦 多 项 式 有 很 好 的 几何 性 质 ， 当 函数 fo) Ela, ELEAN 
增 (或 凸 ) 时 ， 其 相应 的 信 恩 斯 坦 多 项 式 B, z) 在 [a, b] E 
也 具有 单调 增 ( 或 凸 ) 的 性 质 ， 正 因为 如 此 , 戴 维 斯 (Davis) 曾 
猜测 , 对 于 个 别 点 的 逼近 精度 要 求 不 高 , 但 整体 有 逼近 性 质 要 求 
要 好 的 哪 一 类 实际 逼近 问题 ， 伯 氏 多 项 式 或 许 会 找到 它 的 应 
H. ELEK, 伯 氏 多项式 果真 在 自由 外 形 设计 中 开始 找到 
了 它 的 应 用 , 出 现 了 Bézier 曲线 等 。 但 它 有 一 个 严重 缺点 ， 
就 是 收敛 太 慢 , 1977 年 Passow 和 Roulier 等 人 将 这 一 工作 
推进 了 一 步 ,利用 伯 民 多 项 式 构造 了 保单 调 ( 凸 ) 的 插值 函数 ， 
他 们 将 桩 条 函数 的 思想 同 伯 开 多 项 式 巧 妙 地 结合 起 来 ， 做 出 
了 有 意义 的 工作 。 本 章 将 侧重 介绍 伯 氏 多 项 式 在 保 形 逼近 问 
题 中 的 应 用 ， 


S1 伯 因 斯 坦 多 项 式 的 性 质 


我 们 先 引进 凸 函 数 概 念 

定义 1 假定 7() 定 义 在 [am 0) E, 如 果 连 接 曲线 上 任 
意 两 点 A B 的 直线 段 都 在 曲线 段 48B 的 上 (下 ) 面 , 则 称 Fe) 
是 [e, b] Eg FO CEP BH XR. JE Rd NET rhon 
简称 为 凸 函 数 (Convex funotions), 参见 图 工 
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BA, HE y 2? Tel QE Lo, 如 上 都 是 凸 函数 。 
记 opiCf, 凡是 函数 Y 
f 关于 任意 节点 as, mn 


的 一 次 插值 函数 ， 于 是 
J (oO) 是 凸 函 数 等 价 于 下 式 4 
RE E 
Jœ pf, HEO0, 
GOV S KTD, 0 a 3 "p b d 
(X. 1 


REA -F 0 -- f (2) ) 是 梯形 Amos B (图 DERRER, 
因而 ,如 果 f (2) EREN WUA 


f) Gr G0 f G2). 


从 而 有 . 
58H21 BEJO Æla, 5] EBSmaRSICG AUR 
4S Xs--h«me--29hszb, 
那 末 成 立 着 


Af (ao) =f (wot+2h) —2f (toth) +f (2) 20, — (1.2) 
888 2 BES (e) 3k (6, b) EEE, BU (0) 是 [a, b] 
EDERREZ E f" (9) 7-0, amb, 
证 明 ”由 插值 余 项 表达 式 ,对 于 aee EA 


FO - pi, 2) = Ha) æf" E), 
qi E m, ~ 
假定 在 (c， b) E f" (2) z:0, 则 由 于 (wz 一 oa) (z— va) <0, que 
aas, WER fin) -P 2) «50, aveces, 从 而 /是 本 
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函数 . 
下 面 ,应 用 反 证 法 完成 定理 必要 性 的 证 明 .。 假如 f(z) 是 
出 函数 、 而 对 于 (4, 外 中 某 个 4 有 Jf"(z) 50, 由 二 阶 导 数 
定义 恒 有 i 
lim Ferh- fezh =k, 
因为 <0, 故 存在 充分 小 正 数 及 , 使 对 于 0<h<hi H 2 一 用 
wthE (a, b) E(f +h) —f' (s— ) /2h— 1,0, 于 是 


f fh) — f (e) Vah [1s hd m ki, 


注意 上 式 左 端 的 积分 等 于 fw 十 加) —2f (zw) 十 f(z 一 加) ,因而 
S @+h) -2f (a) 十 f(w 一 加 ) <0, 而 这 与 (4.2) 矛 盾 。 引 理 证 


毕 


伯 恩 斯 坦 多 项 式 与 保山 天 近 有 着 紧密 的 联系 . 
定义 2 BESO Ea, 9] 上 有 定义 , 称 


Balf, 2) mcs Bf (amh) 
n 
(L)e-o*6- 277 (1.3) 
为 函数 了 (z) 在 [a, 5] ER n CELA BL PX S x BA 
2 一 4 ， (5)- on! . 
n mj m!(n—m)! 
容易 验 明 , 下 列 关系 式 成 立 
| B.Cf (2), £) —f (a), 
B, (F (b), 2) =f (0), 
B,, z)- 


Qo e-aeb-ay-i, 
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Ble, = —a)* (29-9) 


( Ja-o76-2 


(z-a) 
=q + ($— x 


. 2( n-i Je- a)i (b —a)ri- 0-0 
ml m~i 

=at e—a, 
所 以 , 伯 恩 斯 坦 多 项 式 具 有 保 直 的 几何 性 质 , 即 线性 函数 的 伯 
氏 多 项 式 仍 是 它 自 己 ， 

为 了 进一步 研究 伯 氏 多 项 式 B, 2) 的 几何 性 质 , 先 来 
导出 BS, 2) 的 求 导 公式 ， 为 了 强调 差分 算 子 的 步 长 为 及 
iB Af (2) =f eth -f(. 我 们 有 

引 理 3 对 于 B.C, ORI p WESCE 


BP(f, £) = EDE a Ê SÍ af (arth) 


(")e-ee m o 
其 中 必 表 示 步 长 为 的 p 阶 向 前 差分 算 符 . 
证 明 注意 Leibnitz 公式 . 
eo (5 woven, 
BDA | 
BPG, 2) aos rn ( ) 


Pi je- a)"]9 L(5 — s)" m] (9 


j=0 
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注意 (P =k (bj), k-j>0; 
[Oa] = (1) (nm)! 
(ba) mmmH/(n-m-pj)t, 
n—m-—9p4jz0, Pu 


BPCf, 2) 一 人 一 05 y áo È 3 (—1)7 


n! m-j 
Ta- m—=p+jy!(m—j)! (5 Je- a) 
“ (0 一 gemt xf (a+ mh), 
4 m-j-t, WERTER l 


o St (o-a (bat 
d 69g PA acp oro 


EC ux 外 xy 内 


DD 


( n P) (z—a)t(b— e)", 
21:84 我 们 有 | m 
BO(f, a) ECCE Af), | d 
BPO, og tr VU, 


这 里 V; 表示 步 长 为 h 的 p 阶 向 后 差分 . 
证 明 由 引 理 3, 令 w=4 便 得 


BPO d Dm 4/00 0-7, 
类 似 的 , 令 z=5 便 有 C 
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NI 


Lise 


P. = ! . n— — 名 一 有 
Br (记功 ma fot Dh ~a)", 


注意 AL f (ao (n— p) h) =A (b — ph) - VEF (D), 便 得 证 . 
X381 j;f(w)dE e, b] 上 是 单调 增 ( 或 凸 ) 函数 ， 那 么 
JO 的 次 伯 氏 多 项 式 在 [ec, 61 Ed 6 888 XE. C i) E OR 
3x. 
证 明 SoFa b] E RC ERG, 显然 有 
Af (a--1h) 20, t=0, 1, =, n-i, 
d.d BIO, 2)20, 即 B.Cf, s) ko, 四 上 是 单调 增 函 
数 . 同 理 , 若 f(%) 在 lg, b] LERLKA, Mh (1.2) n 
Af (ad-15)zm0, t=0, 1, =, n—2, 
E 0.4) BC 2) 之 0, 再 据 引 理 2 便 知 BCS, o) Jé (o, 5] 
上 的 凸 函数 。 证 毕 . 
定理 2 假定 2 是 满足 rr 的 某 一 固定 整数 , 如 果 


mss fs 
3p 
MGBP (f, v) «M, a«a«b, (1.6) 
其 中 
[ p-i 
£577 m? (1.6) 
TaI G pTI Pe 


证 明 . 由 (i.4) 注 意 到 差分 与 导数 的 联系 
Af Carth) = (£), ad th£ ac (tH-p)h, 
[US 


BP, D m C muy AMD 


(C5 ; * Je-o*8- 27, 
由 于 


SI(" 7 Je-oa-à7 


—(z—a4-b—2z)"?- (b—a)"7, 
利用 以 .6)' 便 得 到 定理 的 结论 . 
定理 3 假定 f(z) 是 区 间 [a d] EMAA, MWF 
n=2, 8, … 恒 有 


Da 2) 2B,f, £), a«a«b, (1.7) 
证 明 记 i~= 了 二 <, 我 们 有 
(FEY Ba, 四 -BC 2. 


- Sirac 3a (s reco 


- S (am P ) Jes 
+ Si p(a+ (m1) z-5e( nl ) 
tOr- S (eem 97e 


- FQ - FO = Siu, 
其 中 
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N 


* Het 


on =r r f(tm bg) 


m!(n—m)! n n 


b— b— 
eM zi) (emt). 
对 f(w) 取 插值 节点 
24 a--m bza, zat (m-1)5—2, 
相应 的 线性 揪 值 多 项 式 为 
b—a 
a-(a (m—1) PEN 23) b-a 
ae (erm) 
NM 


ta = ;1 ( 
e aca 7 (b— a) fif 


p.(f. amt 222)-2—2 f(atm 2-0) 


i 
GNE 
因为 cc 十 (mm 一 D2 "nn 8 ca+m b-a 
n n—i 
又 是 四 画 数 , 放 


p(7, gi+m b— A ereem b- 3-a), 
HM e.0, 注意 到 i= e NOS a<e<b hi t0, 因而 


Ba- (f, w) 2B, 2). 证 毕 . 
推论 1 车 f(z) 是 [w 5] 上 的 上 凸 函数 ， 则 对 于 % 一 2， 
8,'* TUS 


B, a(f, £) &«B,Cf, 2), a&zxb, (1.8) 


推论 2 如 果 FG) 在 每 个 子 区 间 | 
am 1-5], mm 一 12, om- 工 上 是 线性 函数 , REB, a (2) 
= Bf, s); 反之 ， 如 果 JEC [a, b], H B, aCf, x) - 
Balf, 2), Wi f(x) 在 上 述 的 每 个 子 区 间 上 是 线性 函数 ， 
证 明 er -18 a+b t] 
»(f, a+m ie) rn 1-2) 
故 € 770, m1, 2, Ut n—1i, 从 而 Do aCf, T) =B,(f, e). 
反之 ,如 果 Ba, 2) 一 Ba(f, 2), WRH — H M=, 2,…， 
% 一 有 cm 一 0。 从 而 pi (£, a+m -一 Aem 2 
进一步 由 Jo) 的 凸 性 
MEREK, e) 在 


每 个 子 区 间 | 5 上 +(m 一 汪 
b-a 5-4] 


上 是 线性 函数 .推论 2 
得 证 . 
”这 表明 , 当 f(%) E 
图 2 C [s, b] 时 , (1.7) x R 
持 严 格 的 不 等 号 (除非 fe 在 上 述 的 每 个 子 区 间 上 是 线性 函 
数 ). 
图 2 夯 出 了 一 个 上 凸 函数 的 伯 恩 斯坦 多 项 式 逼 近 图 . 
伯 氏 多 栅 式 的 良好 几何 性 质 在 曲线 保 形 逼近 中 将 有 重要 
应 用 . 
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ME YN 


P 


1 


$2 保 形 插值 的 样 条 函数 方法 


定义 3 对 于 [ww 9] 的 一 个 分 划 
c. ASL y mb, 
在 每 个 结 点 o. 上 给 定 相应 的 型 值 (2-0, 1, e, ND, 如果 
YY (>Y), t=0, 1, e, N-1 — (2.1) 
成 立 , 则 称 数 组 {o 具有 单调 增 ( 降 ) 竹 质 . 
如 果 成 立 着 
St 979. i123 2 .. N—1, (2.1) 


Ti — Pii 94177 Ti 


则 称 数组 fy)3 RANCHER, 4$ (2.1) 中 的 不 等 号 换 
JR "2^, UR (udo 具有 上 凸 性 质 ， 
我 们 将 构造 一 个 插值 函数 fe), 它 能 模拟 数组 (o 的 
单调 和 凸 的 性 质 , 为 此 先 给 出 儿 个 定义 ， 
定义 4 假定 数值 (Io 具有 单调 增 ( 降 ) 性 质 。 如 果 函 
3k f£ (o) TE 
Fæ) =y, $—0,1, -., N, 
EL; 3C (e) ECL, 0] ERU REGALE CIA) PETI, 则 称 函 数 ,Fw) 
为 数组 Oo 的 保单 调 插 值 函数 . 
定义 5 假定 数组 {y08 EISE, Tn IR SR fF dE dE 
[e, 5] E RS Po C ELTE E 
f 8) =Yy, i=0, 1, =, N, 
Vu p 2c S (n) 是 数组 (yo. 的 保 凸 插值 函数 . 
定义 6 若 有 一 组 单调 增 (或 凸 ) 的 数组 (06, 和 一 组 满 
Æ 0o;«1, 4-1, 2, +, N 的 数组 (0), 记 
Ti = 3-044; 3, Am 129,23, $71, 2, 5, N, 


假定 有 这 样 一 组 数据 COT fa RT 

(o, Yo), (a, t), (Ea, 12), "t, Gu, tn), (Tw, Yn) 
Br ALIS JT LO) d A . 

L(t) 一 

且 工 (w) 是 单调 增 (或 凸 ) 的 函数 , 便 称 (zi 1061, 2, e, N 
是 (wi yDi 一 0, 1，…, 人 对 应 于 (o1 的 容许 点 列 . 

图 8 中 的 6 分别 表 示 保 单调 的 容许 点 列 。 

通常 ,将 保单 调 或 保 凸 拟 合 统称 为 几何 保 形 逼近 ， 如 果 
已 知 数组 (yo 是 单调 增 (或 凸 ) 的 ,如 何 去 选 取保 形 插 值 函 
数 ? 这 里 ,我 们 假定 数组 的 容许 点 列 是 存在 的 ,这 时 存在 一 插 
ERS La) (由 容许 点 列 联 成 的 折线 ) 它 具有 保 形 性 质 ,但 是 
它 的 光滑 度 是 低 的 ， 为 了 提高 光滑 度 , 我 们 将 在 每 个 子 区 间 
[n e] 上 作 工 (w) 的 适当 次 伯 恩 斯 坦 多 项 式 ,并 且 证 明 这 些 
伯 氏 多 项 式 在 整体 上 具有 适当 阶 的 光滑 度 ， 也 就 是 说 , 我 们 
将 用 分 片 伯 拓 多 项 式 来 作 几 何 保 形 允 近 ,这样 , 便 将 样 条 函数 
和 伯 氏 多 项 式 联系 在 一 起 了 .， 

TEL 便 来 叙述 这 一 方法 , Bog BS GONE (4$ 
存在 着 容许 点 列 (Co 6), $==1，2,…, N, 这 里 mou 


y 


一 126 一 


OÀm, 3, Ari a0; — 23, 0 过 ox 过 4+， 依 定义 ,由 点 列 
(vo, Yo), (zs, 13), ** Gin, ty), (Ex, Yx) 
联 成 的 折线 LL (o) 具有 保单 调 ( 或 凸 ) 的 性 质 , 且 满 足 
LCa) 一 t=0, 1, ©, N, 

函数 L(w) 在 [wi, ed Eg (rcs vis, Gi 5), Gs y) 
三 点 联 成 的 折线 组 成 , 将 它 记 成 Lie). ， 下 面 ,我 们 假定 m 可 
写成 两 个 正 整数 m mi 之 比 , 即 

a; =M n= (km) / (ky), (2.2) 

这 里 m<, 大 为 任意 正 整数 . 

在 区 闻 [mias 9i] 了 Lo) 的 ens KAREI ` 


qim) = Um Sn( aUa Av 1) 
21) kn; 


(7 encarar, (2.8) 


其 中 zE [e e], 由 引 理 4, qi (0) 满足 插值 条 件 且 其 各 阶 
导数 有 表达 式 
GO 一 (Co 一 ob qilm) = L; (m) =Y; 


qi? (ma) = Uy nU dem Ai, Ii); 


T O 


Xp h= et ,i«j«khw, AMA 


(2.4) 


(2,1) 
Ec p) 


qi KCN 


注意 到 
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$4 t-t i lcm „4m 5 Am a ii 


Ho aca c D e E I Qoa, B, LL GO HE Qs, 2 
上 是 线性 函数 ,于 是 


Zn; ii, dme 
Lho kn, +)= = L; (aca) ect FEM "" 
从 而 导 得 
dines) E (2.5) 
同 理 ,我 们 有 


di 0 = Be Van) 
et p, 
- (oen Ms e) 
jn; L wan m 
BUS s — E ERN E, e), B. Dar EG r) LER 
性 函数 , 因而, 类似 于 (2.5) 有 
gi (s) =L, (2.5) 
4'U i 
现在 以 oa 为 出 发 点 对 函数 工 (z) 作 步 长 加 的 ema 阶 向 
前 差分 , 它 由 点 列 
Diis i Ta, o tiit Emh 
相应 的 函数 值 
LCa), Leit hy), sy Ln ad- kmh) 
组 成 . 注意 到 ttt hme ttt T dx 一 Zi 而 Low 
$ 


[wz 4] EERS i), 故 
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注意 到 
iT :3 一 2 m Atii, 


An Loi) =0, 

Mii di (2.4) 48 

qi? (1, . —0, j=2, 3, 1, mik, (2.6) 

F, 以 wi 为 出 发 点 , SE LOP R hi H Qm — m) k B 

差分 , 注意 到 终 末端 的 差分 节点 为 ei klum m) =w 

Os AT, m iy 故 

qg? (a) =0, j=2, 3, e, (nm), (2.6)' 

此 外 ， 作 LE De, cai] 的 krirz 次 伯 氏 多 项 式 ， 由 
(2.4) 和 (2. 辐 有 


fi414—- 
Giralt) = =), Gir (Ws) = 
Tit1™— 21 


注意 到 (Ti, t), (a, Y), (Titis hD ZARR, 便 有 


dale) o 27M o Ao qa, 


Pipi tyi 
于 是 成 立 着 | 
diura) = Q4), dua) = Gi (m). (2.7) 

id 9(%) 是 定义 在 [%, b] ERR SG CE Das od EDU 
XXX q), BR(2.8), i (2.6) (2.7) 可 知 

(1) NE [mss vd EJ UOBCTS EST In 次 的 多 项 式 , 其 
中 n=max n, k 是 任意 正 整数 ; 

(2) g(w) 在 节点 o 处 有 直到 mk 为止 的 连续 导数 ， 其 中 


m = min min(m, n,—mj. 
1«i«N 


5| ERES sp (m), "ERO mr 94 (do 为 结 点 ， 有 wp 阶 
连续 导数 的 q 次 多 项 式样 条 函数 的 空间 (这 里 假定 p<9)， 

由 上 面 定义 的 函数 9(z), EE eo ed ER XE XS XN 
9i(w) ( 它 是 Dio) B] kn 伯 氏 多 项 式 ) 即 
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hle) = ug Ajo actu dei) 
(£r) aae”, (2.8) 
不 难看 出 , g(o) Esr(w)， 且 gg(%) 是 关于 数组 (00 的 保单 
调 ( 或 凸 ) 捅 值 函数 ， 这 里 
0 -—maàax n 
1<t<N | (2.9) 
T). 


m — min min(m,, n— 
I<i<N 


$3 容许 点 列 的 构造 


在 $2, 我 们 假定 数组 QU 的 容许 点 列 是 存在 的 , 于 是 ， 

可 利用 分 片 伯 氏 多 项 式 构造 保 形 插值. 
m 4 定义 9 如 果 数 组 

(y 的 容许 点 列 是 存 
在 的 , 则 称 数组 (090 是 
正则 的 . 

3-1 单调 数组 的 
容许 点 列 构造 

先 假定 数组 {yD 
是 严格 单调 的 ， 即 对 于 


4.1 任意 了 有 yam ys j= 


1, ee, N —1, $ Ain, yi) 联 成 折线 ,过 每 一 点 Ain, y) 
TET HT v8 y 轴 直 线 。 这 样 , 在 AA 上 构成 一 个 辅助 矩 
JE Bia, 它 以 41-14; 为 对 角 线 , UE Roa 的 边 分 别 平行 于 
An y SE 4). 

作 Ass 的 延长 线 , 它 将 Ri 分 成 两 部 分 ; 同样 的 414s 的 
延长 线 也 将 Ba 分 成 两 部 分 。 
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在 Ao A3 两 侧 选 取 一 个 三 角形 ， 例 如 在 AA 的 下 侧 ， 那 
R, 在 R H AoA 延长 线 所 截 的 矩形 上 方 部 分 , 便 是 容许 点 
所 在 区 域 ; 同 理 , 在 4:4s fi 4s 
KRR Bo 的 下 方 区 域 便 是 
容许 点 所 在 区 域 ( 图 4,1、 图 
4.2 斜 线 部 分 便 是 容许 点 所 
在 区 域 ). 

寻找 容许 点 时 ， 只 要 在 
2 的 斜 线 部 分 寻找 一 点 Ca， 
再 作 CLA, 延长 线 交 RE 
线 部 分 为 一 直线 段 ; 在 这 直 图 4.2 
线段 上 任 取 一 点 Ca, W Ca4 延长 线 交 Bs 为 一 直线 段 , 在 这 
直线 段 上 任 取 一 点 0s, IR Ci, C. Os 便 是 一 组 容许 点 列 ， 

由 于 容许 点 列 存在 斜 线 区 域 中 , 我 们 可 不 断 调 整 O 的 位 
置 ,使 拟 合 曲线 达到 问题 的 要 求 , 换 旬 话说 ,可 通过 人 机 对 话 ， 
调整 曲线 的 位 置 。 因 而 ,对 于 严格 单调 的 数组 ,容许 点 列 是 存 
在 的 . | 

如 果 存 在 某 个 j dE 3 y; ya, BI AA 平行 于 % 轴 ， 


A a 那 末 窒 许 点 列 就 不 一 定 
存在 (图 D). 
2 图 5 中 , Ac Ai 的 容 
do C1 4A Ca 许 点 C3 必 在 线段 4o4; 
5 ( 非 正则 数组 》 E, T 44s 的 容许 点 


Cs VE AB, E, fH 4a4:( 除 掉 端点 ) 上 任 一 点 与 Ca 的 联 线 
均 不 通过 4s, 因而 数组 的 容许 点 列 不 存在 ， 

进一步 分 析 , 便 可 得 到 如 下 结论 : 

如 果 存 在 某 个 信 吧 使 得 gi 70 (6 —j 1, …, jtm) 
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而 
4y;—90, Myitm-1 0. (3.1) 


BA, 24 m 是 偶数 时 ,数组 (yo 是 正则 的 . 
AUR (3.2) 3r, 但 m 是 奇数 ,情况 就 比较 复杂 , 假定 找 
BEA L E32 m) iif 


(—1) 745, 0, s, Je 
Uy — Vy 


(线段 Aia 的 斜率 ) (3.2) 
那 末 数组 (930 是 正则 的 . 
3-2 西数 组 的 容许 点 列 构造 
假定 数组 {y25 Jer. id 
Yi Vii 


S ———— 


224—243 * 
即 为 线段 AGA MAR, Essa. 我 们 在 线段 ÍA 
上 构造 三 角形 ALSBLA QI 9). JE AL SAL UI Airihi 的 延 
长 线 交 于 OB, 这 样 , 便 在 4414: 的 一 侧 得 到 辅助 三 角形 
ABA 在 特殊 的 情况 下 ， 三 角 形 .4_1PBi4， 退化 成 直 线 
段 4144， 对 于 最 右 端 线段 Aus, DE A s B RE 
长 线 与 过 A, 且 与 x 轴 垂 直 的 直线 相交 于 By， 构 成 三 角形 


Ao 
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hw_iBxAs; 对 于 最 左 端 线段 AA, 则 作 AA 延长 线 与 过 Ao 
H5 og Ec) EAT Bi， 从 而 形成 三 角形 ABA. 
假定 三 角形 4-zpB4, 是 


Ao 
非 退化 的 ， 设 三 角形 ABA y. 2 A 
ZW Bii, 44 AUDIRE 4 
率 分 别 为 Siis $843. TE ff 7.2 


JÉ 4;_1B;4; 任 取 一 点 Cs, 可 以 验 明 , 线段 OA, 的 斜率 % 大 于 
RETRE OA HAR, 
利用 这 一 原理 ,我 们 可 求 得 容许 点 列 的 区 域 , 它 存在 于 畏 
助 三 角形 4B 中 . 
图 7.+ 和 图 7.2 作 出 了 容许 点 列 ， 在 图 7.3 中 容许 点 列 
不 存在 。 从 而 ,对 于 凸 数 组 (O0, ERER i WE 
dy i =Y, ) 
Zy;70, 1«éàé« N —8, 
则 容许 点 列 不 存在 ,反之 ,如 果 (3.83) 不 成 立 , 则 容许 点 列 一 定 
FE, 


(3.3) 


ZA 


ho - 
[ot AC yas 


图 73 
3-3 数值 例子 
例 工 给 定 一 组 数据 Ale, y). (5, 15), (10, 10), (15, 
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Ad, 5-25 t eu 9 79-3) , Hal. i=], 2,--, 6, 


1 可 以 验 明 容许 点 列 C. 
可 取 为 (7 .5,10) (12.5, 
10), (7.5, 10), (22.5, 
10), (27.5,14), (32.5, 


23.5). 
_。 进一步 利用 伯 氏 多 
0 项 式 构 造 引 (ww) 的 保 形 
8 插值 样 条 J (2) (图 8) 
gg Oe -100s--750),  B<e<10; 
10, 10«2«15; 
10, 15s:a«: 20, 
Jf») -| e Qa? — 805-1050), 20« a 25, 


(382? —18380s +1675), 25x30; 


3g 4 - 190c--2575), 80x r«8b, 


$4 分 片 单调 保 形 插值 


在 一 类 实用 问题 中 ， 曲 组 9= .Fo) 并 不 在 [w, 51 E PG, 
但 在 每 个 子 区 间 [v-o e) 上 它 是 单调 的 ， 这 就 要 求 我 们 去 构 
造 一 条 保 形 曲线 , 它 在 每 个 子 区 间 [%i_-1, sj 上 与 1(%) 有 相同 
的 单调 性 , 文献 中 称 为 PMI 问题 . 给 定 [w, 外 的 一 个 分 划 
T, 0 一 00<0O1< Ley 一 0 
假定 了 (%w) 在 每 个 [wi, o) 上 是 单调 的 , WS) = y; 要 求 寻 
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找 一 个 在 rw, 加 上 有 适当 光滑 度 的 函数 9(2) 满 足 
q (ai) =i; i=0, 1, ea N, 


IOE [o e E5 f (0) AARE (4.1) 
i=1, 2, -, N, 


现在 介绍 两 个 解决 办 法 ， 
方法 1 [a DMEU TEAM XI 
«v. 4 —49 34 m4 La X EN ey m b, 
这 里 二 i-1,2, =, N. KRE Ya. 我 


ITRE [e sw] 上 的 保 形 插值 函数 , 它 满足 q (2:1) ^ii, 
dle) =y, qO) E lea o] 是 单调 ERK. 
作 辅 助 点 列 


(Pi-4, Ji- C Yii ) (ai, 9), 
(SE y), Que (4.2) 


xg Tcr - 坐 ， 将 这 些 点 联 成 折线 , 记 之 为 Di), 显然 


在 Dea, 中 上 函数 (2) RERUM, 但 是 五 (o) 的 光滑 度 差 
不 难看 出 ,点 列 


2; 4-2, vit 2; 

(= TONG 2 
JE æa Yih, (s n. (vi, 9 对 应 于 a 二 的 容许 点 列 
HT a cT X Hni-2n, mm=n(n 为 任意 正 整数 )， 


在 [Low a) . 5. a) AIHER Z Lo) 2n KERE 
项 式 ( 参 见 (2.8))gi(w) 有 
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2926 2n l » | a) 
Ges È Ines dn Atii ( ， 


. (m —424.1) M (&i 一 a) 2n, v € (tii, Ti) 3 


2n 2n - 2n 

ossi h(a m | ; 
(s—2)'(u-2)" 7, wE m). 

(4.8) 

Hx 8I (2.5). (2.5) 31 (4.2) 8 di (oci) 74 ( 7) 70, 再 

A & (2.6), (2.6)' 得 

qili) = ix, di) — Yi i 

(4.4) 


qls) 一 1 


Qi? (miat) = 9f? (xj —) 一 0 j—1, 2 m 
qi (3) 20, x € (nx, 2). 
由 于 di? Carat) = qi (2,—) =0, j=1, 2,…, n, 所 以 
在 [a, 红 上 函数 qv) 是 有 %% 阶 连续 导数 的 分 片 2n 次 多 项 式 ， 
且 在 每 个 子 区 间 上 与 了 (2) 的 单调 性 相同 
方法 2 在 [mw n] EIE m+ 次 Hermite 型 插值 
Ulti) 9a, d) = Yi 
qf? (a) 79i? 8) =0, j=1, 2, =, n. } eo 
容易 看 出 qi (m) TE ma o 处 分 别 有 % 重 根 ,而 % (2) 是 不 
超过 2n 次 的 多 项 式 , 因而 % (2) TE (mici, o0) 闪 无 根 ， 即 qi (o) 
在 (wi v) EES. WE yix M qum) PES ET]; 如 果 
Jici279. M qum) 单调 下 降 ， 而 在 [a, b] E, LOER m Wr XE 
” 续 导 数 的 分 片 2n 十 1 次 多 项 式 . 
如 果 在 端点 必 处 减少 9 O) —0 WR WE, qi《z) 便 
成 为 具有 mn 一 1 次 连续 导数 的 2n 次 分 片 多 项 式 . 
上 述 的 Hermite 插值 函数 可 由 重 节 点 Newton 差 商 公式 
Zu. 
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S 
实验 数据 的 曲面 拟 合法 


$1 方法 的 概述 - 


二 元 函数 的 逼近 在 许多 领域 有 着 重要 应 用 ,我 们 面临 的 
大 量 问题 是 从 一 组 离散 数据 去 构 作 曲面 ,例如 , 地 质 结 构 中 趋 
势 面 的 分 析 , 心电图 的 模拟 等 等 所 构造 的 曲面 应 具有 逼近 
有 几何 的 特征 ， 这 里 侧重 于 前 者 ， 而 将 数值 方法 的 描述 放 在 
Hh. 

(1) 数据 分 布 是 否 规则 ? HSER AE RO CR, 
应 用 乘积 型 方法 去 逼近 。 若 数据 分 布 是 散乱 的 , 常用 的 方法 
有 样 条 函数 的 最 小 二 乘法 ,Shepard 方法 ,二 步 逼 近 法 等 ， 

(ii) 数值 方法 的 选择 还 将 依赖 于 原始 数据 的 准确 度 ， 在 
大 量 实际 问题 中 , 实测 数据 仅 有 三 至 四 位 准确 ， 一 般 讲 , 在 这 
种 情况 下 ,局 部 逼近 优 于 全 局 逼近 ， 而 磨 光 法 ( 双 二 、 三 次 样 
条 曲面 ) 是 一 个 简便 方法 . 

Gi) 全 局 通 近 、 局 部 逼近 和 二 步 法 逼近 的 选择 ， 局 部 通 
近 即 “分 片 法 ”也 就 是 将 大 范围 的 拟 合 问题 分 割 为 许多 互 不 
相交 的 小 片上 的 拟 合 。 方 法 的 优点 是 计算 简单 , 容易 保持 几 
何 特 性 , 其 缺点 是 在 联接 处 甚至 可 能 不 连续 ， 在 散乱 数据 的 
拟 合 中 , 可 针对 每 一 点 来 建立 一 个 拟 合 曲面 , 这 也 是 一 种 局 部 
盈 近 问题 。 二 步 逼 近 法 常常 用 于 非 规 则 数据 中 ,作为 第 一 步 ， 
是 将 数据 规则 化 , 即将 矩形 的 格子 点 的 函数 值 补 齐 , 局 部 逼近 
是 这 一 步 常 用 的 方法 ， 第 二 步 , 利用 乘积 型 方法 将 曲面 构 作 
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HÆ. 

Qv) EBERT BUESBUS E E UII 
题 。 目前 有 下 列 几 种 不 同 的 考虑 ， 

乘积 型 的 基 函 数 {gC2) 灿 (y)}， 例 如 可 选择 为 {1, v, y, 
vy, a”, ^) 或 乘积 型 卫 样 条 函数 Barle) Bis (g)] 或 者 是 9 
JP RS 1, y, y? 为 基 , v 方向 用 召 样 条 函数 为 基 的 混合 乘 
积 型 , 即将 曲面 模型 选 为 


eFG)-MX3eBaGwM LD) 


m=0 


SRNE BRILA EHR, 距离 是 一 个 重要 因素 ， 
也 即 是 说 远离 (v. Y) 的 那些 点 的 函数 值 对 了 (w, yo) 的 影响 
是 微小 的 . 因而, 基 函 数 中 常 考虑 含有 ` 
i i 
"(m y) væn) (y—9)? 
的 因子 .例如 


N 
z= F(x, y) = Zur, y)log ra, y) 


4- bag A- bay + ba, (1.2) 
Duchon, J. 5&2 2s 16 BOREAS 它 属 于 C 函数 类 .又 例如 , XX 
曲面 方程 为 


x 
z=F (a, y) = 2 ari (e, Y) Hbw+bay+bs, (1.8) 


文献 中 称 之 为 准 三 次 样 条 , 它 属于 O 函数 类 ， 

AI ERAT HHRH RMA E., BEX 是 定 
义 在 乡 上 具有 一 定 光滑 度 的 函数 集合 。 记 口 是 下 qu dé 
值 条 件 的 函数 集合 , 即 | 

U-—(u€X|u(m, yj) ^2, i=1, 2, =, NY, 
又 设 0 是 定义 在 并 上 的 泛 函 , 它 度量 着 X 中 元 素 的 光滑 性 ， 
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Bp 0(f) Boh, f ERER., TE T 可 考虑 下 面 的 极 小 问题 ， Bp 
dE U PRF fi 
(F) = inf f(u), (1.4) 


类 似 于 一 元 样 条 通 数 的 变 分 性 质 , PF KRT o1 的 样 条 
WAKA. Laurent, P. J. 曾 在 < 优化 与 逼近 ?> 一 书 中 讨论 了 
这 一 问题 。 这 里 ， 举 出 儿 个 例子 来 说 明 它 在 曲面 构造 中 的 
应 用 . 
假定 X EFR [IBAR =li, 而 
N={fEXIIFI=0}, (1.8) 
Duchon 证 明了 ,对 互 加 上 一 个 不 太 强 的 条 件 , AHR 
FMEN 中 任 一 元 素 ) 是 叭 一 的 ， 此 外 , 还 可 以 证 明 ,存在 着 
一 个 再 生 核 K, 它 定义 在 2x2 E, 9 0.4) BUR 


Fo 9) - 91K (s, 9 os y) +ib nle, y), (1.6) 
这 里 (2h ÆN WERK, 也 即 是 说 , 我们 寻找 到 热合 曲面 的 一 
dk K (æ, 外 o, YE no, y), E M JER ILI KO AB NS f BT 
产生 ， 而 且 系 数 ti, b, 出 方程 组 
b K (oj y; vi, yo) aM bp. Qs, Y) =? 
j= 2, N, (1.7) 
3a ps y) -0, k=1, 2, d 


MRE. KE, 一 个 困难 的 问题 是 再 生 核 的 构造 ， 如 果 多 是 
RUE, BUE B 


(u) = JU EE Run +( a ) Jazdy, 


X 取 适 当空 间 , 那 末 0(u) — min 的 解 便 是 钉 板 样 条 或 准 三 次 
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Anm ECO)BJXT FEES, 


BE) - 3 GF Go, y) 22? 


那 末 在 X pR 
pu) —p6(u) + (L—g) E (u) min, 

便 得 到 希 氏 空间 的 光 顺 样 条 . 

(v) 基 范 数 个 数 的 决定 也 是 一 个 实际 问题 ， 如 果 矿 (z) 
是 定义 在 [0, 妇 上 的 亡 次 可 微 函数 , 且 Ae, 记 9(o) 是 
它 的 Lagrange 代数 插值 多 项 式 ， WANT g (2) 达到 e 的 精 
度 ， 需 要 搬 值 数据 N 的 数目 s( 工 my 我 们 希望 这 个 结果 扒 
广 到 多 变量 情况 。 首先 ,考虑 到 Lagrango FRAR AGEM, 


如 果 要 求 在 和 4 方向 的 逼近 误差 限 为 $ 且 假 定 了 关于 


的 和 阶 导 数 的 界 为 L, nokia ve (之 y. e Msc 

EUER SIEG NOIRE PE GOAR CE). BESANA 

自 变量 , 每 个 变量 在 [0, IKAR, SOT f E EIER SE 

数 的 界 为 L, o 是 逼近 淮 确 度 , 那 末 基 范 数 数目 N THUR 
loga N) =( Z)". 


(— Lorie 于 1966 年 指出 了 一 个 结果 ， AUR S Gs o) 在 
[0, 1] x [0, EES, 那 末 存 在 着 两 组 连续 函数 oa) 和 
h(a), t=], 2, Ut 5 fif f (o, DRR 


fe, 9) =È A Co C2) HKA), 
这 里 OC) JHORCT (os DARRERE. 
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$2 乘积 型 方法 


假定 f(x, y) EC[w b1 x Le, d], Xy -Spanígx(o), +, 
prl) y, Y . —Spanidn(g), *-, Waly). 这 里 pim) fH Jn (y) 
dé IE XXE C[a, b] fl C [e, d] ERA B (231. | 
(b; (9))1 Æ Cla, b]. Ole, 四 上 的 两 组 线性 无 关 函 数 ， 也 即 
JU, Xs. Y uy C[a, b], Cle, dJ PRN, M 维 线性 
子 空间 ， 假 设 De M, EENE Ola, b] xie d] ERRE 
ST. 


N 


Lf (s, =E alpa), uly) CCo, d], 
| (2.1) 


M,fG, 9) =F (2) (9), Bika) €CLa, 0). 
便 有 
My Lif (æ, ) =>) (9) M, (9) =È (2) 2) oU) 


N M 


"=X S ph), (2.2) 


i=l f: 

其 中 ay 是 待定 常数 ，(2.2) 称 为 二 元 函数 (wv, 9 3E 2- 
[a, b] X [e, 四 上 的 乘积 型 逼近 。 oy BIRPI S A. 
{p(w) pW 3, f. j=1 称 为 乘积 型 基 函 数 ， 

2-1 乘积 型 插值 。 “: 

如 果 在 fa, 5] x [e, TL Efe RUP 

(m, y), s-1, 2, =, N; t—1, 2, =, M, 

由 插值 条 件 , os 满足 


$ S up (2) bg f Co Y), 2.3) 


i=1 j=1 
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s—1, 2, , N; t—1, 2, =, M, 
如 果 插 秆 问题 的 解 存在 且 唯 一, 称 


bat LAC Q.4 


Xp imf, DEDERE, - 

PERERA (s (2) (9) ) 满足 

1, 4 一 8 

TO is 

(X. jhj 
di) 3-1 0 jar 

Jud ci ei (2.4) STARR 
ie 3 3 FG e GOV). (2.4y 


(2.4)' 称 为 擂 值 曲面 的 Lagrange 形式 . 

一 般 地 讲 ，(2.8) 要 解 N-M 阶 的 代数 方程 组 , 工作 量 是 
浩大 的 。 车 利用 乘积 型 基 酉 数 的 特点 , 便 能 使 矩阵 的 阶 数 降 
低 , 从 而 达到 减少 计算 量 的 目的 。 不 妨 设 用 > 好， 第 一 步 , 任 
意 固定 y. 由 (2.4) 有 


so y) =X ($ abu )e (07 22 «62. 
p |. (2.b) 
上 式 中 ， 令 s=t(s=1, 2, e.e, N), 求 得 Pu, 进而 得 到 F (o, Y) 
的 表达 式 ， 这 个 过 程 要 求解 MA N 阶 的 线性 代数 方程 组 ， 
即 对 t=1， 2, +=, M 求解 
Sbp) -flen Y), s=1, 2, e, .6) 
作为 第 二 步 ,考虑 下 面 撒 值 问题 
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Svr) =F q), 601,2, 5 M. CT 
通过 求解 上 面 的 方程 组 ,将 MOJ MATK, AME 
DOO @.8) 


便 是 满足 (2.3) 的 插值 曲面 ， 我 们 将 这 一 算法 用 矩阵 记号 加 
以 说 明 , 记 
gi(mi) palo) ee pr) 
p= Palwa) Pawa) … gw(oa) ; 


gi(vw) plax) … pyx) 
ply) (0 
Y= Vi(ya) alya) =e pulya) , 


Vi(yu) P ee Yulya) 
l= (f (21, y), f s, 9, ns f (Em YA 
Js= Cf (s, 91), f (2s, 923, c, f (ns, 9)? , 
Pa= (9i(2), pal), =e, gu 22)", 
u= Qi(9), Pay), e Q7", 
B; (Bs, Pat, t5, Brd”, 
0a 一 (as, 0.23, *'*, d)”, 
- ey= (ely), ex(y), =, es (9))T, 
T= (ri(2), ra(2), 5, ru (2))*, 
Jj (2.6) uJ 5 py, o 8,— L,, 而 (2.7) 则 写成 
Tí (ri(w), ra(z), =, Tu (2))^, 
— (97h, p), (971, pj), e, (O7 ly, p)", 
HPC, DERN IBBKIKZSIIM A pEGEÉSE, a a 
面 (2 8) 写 成 
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z— (O7 1, p), -*, (97 ly, p) Q7 )7g,. (2.8) 
我 们 看 到 , HE(2.8) er Bed, HANM 阶 矩阵 的 求 
W. mey 去 建立 同样 的 插值 曲面 , 则 只 要 求 一 个 W Br 
矩阵 和 一 个 M BIAEPERU E, 再 增加 某 些 内 积 的 运算 ， 也 即 是 
说 ,在 乘积 型 插值 情况 下 , RIE N M 阶 和 矩阵 的 计算 问题 转 
化 为 二 个 低 阶 矩阵 的 计算 问题 . 还 注意 到 , 在 (2.8) 中 ,要 对 
N 阶 矩 阵 进行 多 次 运算 , EN 的 阶 不 太 大 的 情况 下 , 计算 量 
是 不 大 的 。 Ai, Eeri, REIR L, v, a 为 播 值 基 ， 即 
N —8, WE y 方向 则 取 B ERAZ {Bir w), 1, Busa} 
为 基 , 3X HOMIBS. 播 值 过 程 中 , 计算 量 是 不 太 大 的 , 由 此 得 
到 启发 , 当 9 方向 的 基 郑 数 个 数 超过 “方向 基 函 数 的 个 数 , 即 
开 < 六 时 ,为 了 得 到 播 值 曲面 , 第 一 步 应 对 4 Jesi fl, 第 二 步 
才 对 2 方向 播 值 ,相应 的 插值 曲面 玫 成 

z= (Qr gu, qu), 5, Q7 9s 90) (077 p. 

(2.8)" 

ERF, (ORR M 维 欧 氏 空间 的 内 积 运算 。 无 疑 (2.8) 
或 (2.8) ”都 达到 了 节省 内 存单 元 的 目的 . 

2-9 乘积 型 最 小 二 乘法 

BITE y f (e, 殷 在 矩形 网 格 点 (os ami, 2, nsn 
t=1, 2, =, mi SR CLA. Xeig ARENE 3 
ipi(e) bi (QJ) yg 并 假定 AN, mM, FAE Sts Y) 
的 权 系 数 uve, ua 0, 0,770, 用 最 小 二 乘法 寻求 二 元 曲面 


z=F (x, y) -$ Sono Ci GO 


的 逼近 参数 Cou), EESE D, Fa, HERI M A 
上 的 值 的 差 的 平方 和 ， 在 权 Gerd ds 的 意义 下 达到 最 
小 , 即 
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Tlos, t, 0n tt ay, t, Ou) 

一 > > Hs V, (7 (ts, Ye) -5 > 9a Pr Co) Du (y) ) 
=min (2.9) 

由 (2.9) 所 决定 的 参数 au, 其 对 应 的 曲面 称 为 乘积 型 最 小 二 

RHH. FREDCHIH,S Nn, Mm 且 在 乘积 型 插值 问题 解 

存在 且 唯 一 的 情况 下 ， 乘 积 型 最 小 二 乘 曲面 变 成 插值 曲面 . 


也 即 是 说 , 在 二 元 情况 下 , 最 小 二 乘法 有 插值 法 的 自 适应 性 , 
利用 多 元 函数 的 极 值 理论 ,在 (2.9) 中 令 
2L o, i=}, 2, Ut N; j-1, 2, Ut, M, (2.10) 
便 得 到 关于 (ou) 的 NM 阶 代数 方程 组 ， 
33 Mavs [7 (ve, yo -$ È aup ledh] 
* 9i (as) y, (gi) =0, 

i—1, 2, *«, N; j=1, 2, =, M, (2.11) 
同样 的 ,在 IN, M 较 大 的 情况 下 , 例如 双 三 次 B 样 条 拟 合 ,要 
BAN-M 阶 的 代数 方程 组 , 其 计算 量 是 相当 大 的 , 还 要 占 
用 数目 很 大 的 内 存单 元 。 

类 似 于 乘积 型 插值 , 我 们 用 另外 方法 来 代替 (2:11) 的 求 
M c MN, 
作为 第 一 步 , 先 固定 %， 求 解 最 小 二 乘 问题 ， 
Xin (fe Y) - Soi) -min， 
(o =L, 2, =, M, (2.12) 
易 知 (B5) 满足 下 列 方程 组 
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X n (F (En 90 - Bum Q2) ee =0, 
i=1, 2, =, N, (2.12)' 
由 (2.12) 我 们 得 到 Ba, t=1, 2, =, M, 用 La XANTA 
Jo 9) fi o EIU RON LSU, WA 
L,f(z, y) -9 Boos), i1, 2, =, M, 
SP, LEO y 的 最 小 二 乘 拟 合 ， 又 记 曲面 = 
Sn GG), rl ni G) Je18 s BURG UR 


m 


È v ( X nE- 3 6o) -mi 
(2.13) 
由 (2.18) 导 得 (2) RJ FRE RR 
Eis (inci) - S80 (hio) -0, 
j=1, 2, =, M, (2.18) 
由 (2.18) AL, ri) RERO pa), s ov (go) 的 线性 组 合 ， 即 
ni) =X nues), ERAN 


nh) — Q.14) 
我 们 来 验 明 ， 由 (2.14) 定 义 的 曲面 与 由 (2. 了 1) 所 决定 的 


曲面 是 一 致 的 , 事实 上 , E (2.18) pS omr, HIRA upile) 
并 对 s 求 和 有 


È Èun ( X eed) - S 8m G2) hg) me) =0, 


gs=1 f=1 
i=], 2, tg N; j=1, 2, Ut M, 
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再 注意 到 (2.12)' 将 上 式 中 的 Bu 消去 有 
X > Hs »(3 3 Ti (as) (ys) -f (£s, Yi) )e (ws) Vg) 一 0， 


将 ris) 一 x Mai (ze) 代入 上 式 便 得 所 证 . 


这 里 需要 指出 的 是 仅 须 求 一 个 立 Erf M 阶 矩 阵 的 逆 便 
得 到 人 2.12) 和 (2.18)' 的 解 ， 


$3. 广义 双 三 次 样 条 曲面 


8-1 调整 曲线 曲面 形状 的 控制 参数 

在 构造 曲线 、 曲面 时 , 常 磁 到 这 样 的 问题 , 基于 逼近 和 几 
何 上 的 要 求 , 需要 对 阴线 或 曲面 作 局 部 修改 , 在 前 面 章节 中 ， 
我 们 介绍 了 儿 种 局 部 修改 方法 , 即 熟 知 的 型 值 修改 法 ,变动 样 
条 结 点 方法 .通过 三 次 Hermite 插 什 的 四 个 参数 的 选择 来 
调整 曲线 的 形状 是 一 个 极 重要 的 方法 ， 它 能 兼顾 逼近 与 几何 
两 方面 的 要 求 ， 并 能 将 O 类 的 曲线 变 成 0? 类 实际 上 , 在 
on gial EEIE EWER E W E H M k HE s o) 一 
ECE) 70443, S (2) = Bo S (mrt) = Bui, $70, 1, e, kR 
函数 s(o) 按 第 三 章 81 的 推导 ， mesola, aui EE 
达 式 为 s(z), 则 有 
2—2 1 la 
—8 3-2 —1 || or 
0 0 1 0j 8, 
1 0 0 O/ihf, 


io) = GP, P, u, 1) 


Hapus 
上 RT e 类 ， 要 它 属于 C^ 类 ,只 要 注意 到 


,i e iua, hi= ti aa Ey 0susl, Æa, b) 
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2-9 1 1i\/o 

-8 8—2 —i]| anı 
0 0 1 one, [| 
1 0 0 O0/hfBju 


PSS Ue 


8; (v) -站 (Bu 1, 0, 0) 


及 
2 一 2 1 1 Q1 
8 一 2 —1 » 
=z 3 1, 0, 0 ' b 
Si- (0) -( t, | 0 1 0 | ha Bs 
1 0 0 0/'h.4fi 


Via SUE, =i, 令 s; (mi) =s (2) ， 得 到 skz) E 
la, 0] EJ 3ESE AR IF. 3 003, {By} 满足 下 列 方程 组 


2h 2h, 
Aca + Bi-xF 4B tu Di x Bia 


260 — Q1 08 04 — 053 
hit hs [- t h; Th hoa area], 


i=], 2, =, k, (3.1) 

MR aj f (2), j=0, 1, o, 4 十 工 便 得 到 部 知 的 三 转角 方 

程 ， 如 果 w 不 等 于 y(z))， 也 可 利用 (3. 了 来 决定 B. 的 值 ,使 
曲线 属于 0? 类 ， 反 之 , 若 给 出 B, 的 值 , 即 先 考虑 几何 上 的 要 
求 , 那 末 按 (3.1), 我 们 将 m 当 未 知 数 ， 也 可 适当 选择 一 组 as 
使 曲线 属于 C^ 类 ， 例 如 , 磨 光 曲 线 或 三 次 了 3 样 条 曲线 , 可 看 
作 这 样 的 问题 , 先 到 定 局- Ond Ge. guapa, 


©), j=0, 1, Us, k, 则 ie 满足 
aa tea m eU Gra) — f (m3) - ACf (0a) —f (2.31, 
i=l, 2, 1, k, 
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注意 到 上 式 右 端 可 写成 
Fen) tE PSl- (fadt Pf), 


因而 , es -AT RERO amfa) tg AS e). 总 而 


言 之 , 形 形 式 式 的 0? 类 三 次 样 条 车 线 都 由 (3. 切 产生 . 
在 第 3 章 , 我 们 还 研究 了 高 精度 磨 光 公式 及 7 样 条 , 其 实 
质 是 通过 增加 样 条 结 点 来 调整 曲线 的 位 置 . 
这 里 ,自然 地 会 想到 调整 曲线 的 第 三 个 方法 , 即 通 过 基 函 
数 的 (微小 ) 变 动 来 调整 晶 线 的 形状 . 举例 说 , 在 Dos mal, 
s(w) 不 是 三 次 多 项 式 ， 而 是 函数 工 ， ww”, a ow) 的 线性 组 
合 , 这 里 wp 是 依赖 于 亡 的 参数 , 且 当 p=0 时 go(w) 三 1, 即 退 
化 为 普通 的 三 次 多 项 式样 条 ， 我们 设想 , 通过 控制 参数 jp 的 
微小 摄 动 便 能 达到 曲线 修改 的 目的 .从 更 广泛 的 意义 讲 ， 
g(o) 在 每 个 子 区 间 Lo, eil 上 可 以 是 依赖 于 i 的 四 个 函数 
gii), ga (0), ga, (0), Pari(2) 的 线性 组 合 , 即 广义 样 条 . 
下 面 ,我 们 先 来 叙述 这 类 曲线 的 构造 ,然后 将 它 推 广 为 乘 
积 型 的 广义 双 三 次 样 条 曲面 ， 
3-2 广义 三 次 Hermite 样 条 
先 来 看 一 个 简单 的 事实 , 假定 a (m) , a (2), ple), pa) 
在 [0, 雪上 具有 二 阶 连 续 导 数 , 且 行 列 式 
pı(0) pa (0) ga(0) q4(0) 
pli) pall) os(1) pall) 
AO eh exo ao SP 
pI) e»(1) es(1) aad) 
设 sl2) 在 [0, 1] 37g pale), pals), pal), ea (e) BIER TE £H 
A , 则 插值 问题 
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s(0) =a, me] (3.3) 


8 (0) — Bo, S) — Bi 
的 解 是 存在 且 唯 一 的 , Hin] 36 
qi(m) pals) ga(w) pale) sle) 
| 91C0) pa(0) pa(0) pCO) a 
Or) p) p) pA) a |—0. (8.4) 
pCO) pO) p3(0) gi(0) B 
A) AD pd) pill) A 
或 写成 
So) 一 (oo &, Bo, Bx) (Hole), Hila), 
Hos), Hala)". (8.4) 
其 中 函数 五 y(%) 由 (3.4) 解 出 , 且 可 写成 en (2), paa), pla), 
ga(w) 的 线性 组 合 ,并 有 
HP (D = ĝu Òe. 
如 果 是 在 [wi, v] 上 考虑 插值 问题 
S(m)-a, SVir1) 7041, | 
8'(2)) — Bi, 8 (a) = Bas, 
刚 通 过 变换 替换 , 将 它 转化 为 [0, 1] 区 间 的 插值 问题 (3.2)， 
即 相应 的 揪 值 函数 为 
s(z) = (es, 0,3, hi Ba hu Bu) 


ree) e (522). 


Ha(*5 5) ma). ^ ee 
进一步 , 考虑 [4, 68] 上 分 片 插值 问题 ， 给 定 [4, 90] 的 分 划 , 
T: QU pu mr ay mua b, 
我 们 在 C'[o, 趾 中 寻找 函数 sw), CWE 
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(3.5) 


N'i 


IDHE 


(i) s(w) 在 每 个 子 区 间 (%ws, to) LERA 
e (5), po ( 355), 
e) o (E T) (8.7) 


的 线性 组 合 ,了 一 0， 1, …, k 
(i) s(a) 一 ai 8'(m) = Bi, os, Bi 为 适 定 参 
Xt, $—0, 1, =, k+l. l J 
容易 推 知 , 当 (3.2) 的 条 件 满 足 (其 中 , 函数 Gn) RR p (7), 
则 slw) 在 每 个 子 区 间 orn vail ETEK 
s(x) = (os, 0541, hi Bi, hi Bira) 


(Hos, E) Ha (555 237 
Ho 275) Ha. (y (3.8) 
其 中 Has (252) 都 是 


o (5) (EFE) m (55) we 人 


的 线性 组 合 且 满足 


Hga) =ð din, o (8.9) 
如 同 第 3 章 $1， 参 数 a 称 为 型 值 参数 ，B 称 为 导数 参 
数 . 假定 给 定 函数 ORAE KN h RME FG), 取 
a-fo), By Lr 000. giga (3.7) 的 函数 nu) 
为 广义 Bessel 插值 。 类 似 于 第 3 章 $1， 可 定义 广义 Akima 
插值. 
3-3 O 类 的 广义 三 次 样 条 | 
怎样 选取 o, Bo BERG (o) la, b) LARZ 
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导数 ? du sz) 在 [zzo 2141] IL 3E 3A 3X (o), £—0, 1, Uk, 并 


A 


< 
Silwi) —s (m4), i=l, 2, 0, k, 
由 (8.8) 有 
M Bi-1 48i t ua Biti = £i 08 3 bi 08 d- Én 0541, 
(3.10) 
i-1, 2, =, k, 
其 中 n= 4h; Honi C1) 


k, Hiis- 1(1)— — hu- 1 Hà, (0)? 
ju Lu Aba HQ) 
' hi T 1 (1) —ha Hi, (0) ” 


& j= —4h Hoos- 1(1) 
hi- il^ Hi ax) 一 hi 1 Hor, (0)]’ 


a= 4 hi1 Ho (0) 
hilh Hia a HL] 


g= 4ta Hio (0) -h Hao, (0) 
Hua au HE (1) — haa Hs (0))* 


$—1, 2, =, k, 
这 里 ,不 妨 假 定 及 和 (GD — A, Ho11(0) 0, 
如 果 是 三 次 多 项 式样 条 , 容易 求 得 

Ho (7) —225— 82? 4-1; 

H 10,1 (7) —822— 2a, 

Ho,:(%) =g? — 284r; 

Hasle) =a, 

进一步 求 得 Hoo, (0)— 一 6, H7,.(1) =6; Hio, {0)=6, H1, (1) 
=—6; H&,(0)  —4, Ht, (1) 一 2; Hi (0 = —2, Ht,.(1) 
74, 将 它 代入 (3.10) 便 得 到 著名 的 三 转角 方程 
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2h 
biith -+ hi 


27 
PEN 


2 8. [hes s cay P Lua. 
LU hs (CASI 0) 十 ha (ai 2.3); 


Bici -4Bi4- — 7 — Bua 


i=, 2e, k, 
出 (3.10) 知 ,通过 参数 a, B; 的 各 种 选择 , 得 到 各 式 各 样 
属于 C2 类 的 广义 三 次 样 条 曲线 ， 
作为 一 个 特例 ， 我 们 假定 (wÉ [0, 13 K B] E d on 38 


1l, v, a^, e 的 线性 组 合 , 并 满足 插值 条 件 8(0) 一 oo s(1) = 
an S (0) — 8o, 3 (IJ) 二 Bl， 这 时 对 应 于 (3.2) 的 行列 式 成 为 
1 0 0 0 
111 e? - (14 pe 
0 10 0 i 
0 1 2 (8+pe 


E pin, 揪 值 问题 的 解 存在 、 唯 一 , HTAR 
SO) 一 (oo， 03, Bo, B) 
(Hole), Hile), Hoile), Hale)", 
其 中 


Hole) = |+- -+ it iig)" + 让 v ej 


nao [oom gan 
[e 


| (8.11) 
Rad- [o (rr e5)e tr g 


Hulo) =| -T+ 


将 s(w) 写 成 矩阵 形式 有 


1 
ugs ^t]. / 


slg) — (aerz, a2, a, 1) 


2 一 3 1 1 
per (pe? (+per (i+wer |f? 
2 2 . 1 - 1 a 
(177333 Lt l-35 ip f (8.12) 
0 0 1 0 n 
1 0 0 0 
下 面 ,将 这 一 问题 推广 为 插值 问题 (3.7), W 
$(z) = (ue, u’, u, L) 
2 _ -2 Qi». i2. 
OFA (L-E pj) e*t VETT (L-Ep) en o4 
— 2 2 一 1 1 Qitl 
ge tia tn USA Jb ae p ED 
9 0 1 9 hi Birt 
1 0 


` 化 
这 里 saeua, U= 


T, p 是 依赖 于 的 参数 , 对 于 号 


现 指数 特征 的 常 微 分 方程 Sti 人 ff 问题 , 用 这 类 函数 去 建立 数值 
解 元 疑 是 十 分 有 益 的 。 

由 (3.18) 我 们 来 选择 参数 os, Bj 使 so) RT 0? 类 函数 . 
Hie, W pla) =s m h e (0) —0, gp"(D=(6+6p+p er. 
由 (3.11) 有 


olL) = (DeL s 9" (c) 

y of. 2 2 " 

t) -2(1 5) a 5 9" (2); 
Hi (2) e -2 (16-3) s? s 


" 2 
| (=? (2 -IFP 
相应 于 (3.10), 得 到 参数 oy, B, 要 满足 的 条 件 
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"n 
Hh 


A; Bi 1-48; + ui Bia 


= Eii 0-1 £108 + Eiti itie (8.14) 
i=1, 2, =, k, 
其 中 
和 一- Ah Cp a--4pi 1 十 2) (1 p) 23 


hil pat 6p;-1+4) (L+ p) +i- (2p tA) (十 Di 
- Bhs1C1 pia) . 
Pr CE Gp PES) (ip) 2h a Q 0) (0 pa) 


iae Plat bpatD p) ,| 
E Mea Up tph XL +p 9A (2 tpp] 


8h, 4(8-- pi) (E pii) . 

hin (4+6p;-i+ pi 3X. HP) + 2h; (2 tp XLP) 

&- 8[h? (pi -F Dp 3-8) (--)) - I? 1 (84-pXX1.2- 00] | 
hii hi [A4 6p 1 pEAX1-4-piH-2h, (2 tpXi --piai)l . 


(3.15) 
24 p, dE O 附近 扰动 时 , (3 .44) 左 端 关 于 Bi 的 系数 矩阵 是 
对 角 占 优 的 ,此 外 , 当 步 长 是 等 距 时 , 可 以 验 明 当 
po» 8-82-—0.16039321. (4—0, 1, =, EK) 
时 恒 有 [Du] HF Los] «4, 即 (3.14) 是 对 角 占 优 的 ; 而 当 


-于 <p<5 (-0,1, E) 


时 恒 有 D n us] 8s 车 所 有 的 p; 均 为 0， 芭 退化 为 普通 三 
次 多 项 式样 条 , 这 时 恒 有 | 入 | 十 | <2. 

我 们 来 看 一 个 简单 的 例子 ,说明 通过 pi; 的 扰动 ， 能 调整 
曲线 的 形状 ， 研 究 Hermite 插值 问题 . 


s0)-—, (=, | 
8 


£ui- 


8 
6(0-L 50-2. 
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MUN IUAEEUNOS 1, c, a, de, HAARR, p 一 0 时 ， 
a2 Js) BS p-0.8 时 ， 损 点 的 位 置 往 右 移 ， 落 在 


[0.7, 0.8] 中 ; p=0.5 时 ,在 [0, 1] 中 无 拐点 ; 而 当 p. 取 负 值 
时 , 拐点 的 位 置 往 左 移 . 

Matr XGSWRARTEIRASIRRI, Jon] EUH p—0, 
i=0, 1, …, (这 时 退化 为 三 次 多 项 式样 条 )， 然 后 在 需要 时 
RD AEG WORSE CRI, 给 £i 一 个 扰动 ,通过 (3.10) 
去 确定 新 的 曲线 , FADE, 可 重复 对 p 进行 多 次 修改 ， 但 
是 , 不 管 参数 ou, Bi 和 2 如 何 选 取 , 只 要 C3.14) 满 足 , s (0) 8 
属于 0 函数 类 ， 这 里 , 值得 指出 的 是 , 研制 曲线 拟 合 的 数学 
软件 是 一 件 十 分 重要 的 事情 ， 我 们 在 三 次 多 项 式样 条 中 引入 
一 组 参数 p,(6—0, 1,…, b)， 相 应 的 矩阵 仍 是 三 对 角 的 , 如 
果 连 同 参数 om, Bs(i 一 0, 1，…, 有 都 计算 在 内 , WK, 在 数学 
软件 中 包含 了 8L£ 十 了 个 参数 ,而 且 形 形式 式 的 02 2E BEAR fü 
线 都 必 从 这 里 产生 。 车 再 加 上 电子 计算 机 图 形 显示 , 软件 的 
灵活 适应 性 便 更 大 了 . 

38-4 O' 类 的 广义 双 三 次 样 条 曲面 

先 来 构造 广义 的 双 三 次 Hermite 插值 曲面 对 于 [a, b] 
file 中 的 分 划 ， 

OSL vg b, uma ws 


C= a ud, 7177 Yita — Ys, 


在 构 作 曲面 的 过 程 中 , 先 固定 一 个 变量 , 例如 o, 然后 对 y 方 
向 作 Hermite 插值 ， 记 之 为 H,f (s, y), 它 在 每 个 子 区 间 


(9i, yl EÈ L, v, oa oe 的 线性 组 合 , v 3—9, 并 满 
Æ Hermite 插值 条 件 
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H,f (s, yj) =f(%, y), 1 
Hyf(o, yj =f (m, Yadi | 


a) 
可 Hyf (v, y) |u-v; -—fy(s, y), 


p Hf Gs [veum mf Gs gi, 
| j=0, 1, =, M, j 
HP fuo, qi) Seo BR f (n, y y 的 偏 导 数 并 在 妨 处 取 
值 ， 由 (3.18), H,f (e, ) 可 写成 
Hyf (v, y) 
— (fo, y), f (m, yix), vif o (m, Y), mif, 0) A, V, 


2 -2 1 1 
(Lg4)89  (1-g)ev (quee — (1a qi)ew 
2 2 1 1 
=| —-1-2.—— 1+ 一 1 一 一 -一 ”一 一 一 一 
4 工 十 qiy Igu . Atqg lcg 
0 0 1 0 
1 0 |. 0 0 


V = 


V3 eum 
v? 
v ^ 
1 $ 


第 二 步 ， 对 函数 Hf (o, yE eJ B) Hermite 插值 ， 即 函 
数 Jæ, y), f, Via), v;fy(u, y), 7; fy, 41) 在 每 个 子 
KA Ew;, 8141] 上 分 别 是 函数 1, w, v, u$ g^ 的 性 组 合 ， 
w= 人 于， 且 满 足 相 应 的 Hermite 插 什 条件。 再 一 次 利用 
(3.18) 式 , 便 得 到 广义 双 三 次 的 Hermite 插值 由 面 , 
z=H, H,f (v, y) -UT Ap Mi Aj, V, 
(u, v) € [0, 1] x [0, 1], 
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fm 9) Jn, usi) v, f, (a, Y) vifum, gei) 
Fists Y) Fii Yaa) 万 (ar U) fg Yna) 
hf.G. Up  Pufa(mo YH1) hatsfoy (Ti Y) MTafay (0s Vien) 

[ufa (mois YI) join Ys+1) hu Tsf wy (Tiris YN Petsfes Witty V) 


u? er! 
u? 
U= , i=0, 1, =, N—1; j=0, 1, =, M—1, 
u . 
1 
矩阵 My 的 元 素 由 四 部 分 组 成 
| 位 置 | 
UE BUE I 
如 果 所 有 的 py 一 0 一 0， 则 
2—2 1 1 D v 
— — — 2 2 
oa- 39 87271 gal" y], 
0 0 1 0 u D) 
1 0 0 0 i 1 


注意 , 在 矩阵 Ms 中 除了 位 置 能 够 给 出 外 , 斜 度 和 捏 度 通常 是 
不 容易 给 出 的 .Barnhill 在 [6] 中 曾 指出 , 对 于 离散 数据 的 曲 
面 表示 , 可 置 扭 度 都 等 于 0, 但 这 样 做 , 在 双 三 次 曲面 中 将 出 
JU DIE AC, 即 平展 点 , 这 些 平展 点 的 一 个 解释 是 , 这 个 逼近 
仅仅 对 % v 的 线性 函数 是 精确 的 , 这 就 与 原来 双 三 次 曲面 片 
的 精度 大 为 不 同 。 这 里 , 我 们 建议 用 数值 微分 公式 来 近似 莹 
RAHE MHE, 例如 应 用 Bessel 公式 ( 见 第 3 章 $1) 
zoe, sf, Hual ialf C, y) 
Jon y) x Mea eC Es sf C) 
来 代替 斜 度 ， 其 中 .六 .，%) 表示 差 商 是 对 2 EHW. H 
Ja, Yj) 也 用 Bessel 公式 ， 即 先 对 ”后 对 4 求 差 商 , 便 得 到 
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扭 撩 的 近似 公式 ， 我 们 先 粗粮 地 处 理 Mu, 然后 利用 参数 Pu, 
qu KIERR ER. Ph 01 类 曲面 的 一 个 重要 优点 是 不 
需要 修改 型 值 (当然 ,必要 时 要 先 粗 光 顺 ), 然后 在 每 一 曲面 上 
E, 调整 pj, qu WÉ, CR 改变 小 区 域 [wi Bial X [yy, Yal 
上 曲面 的 形状 , 其 它 区 域 的 曲面 形状 并 无 变化 ， 由 此 可 知 ， 
对 三 次 样 条 引入 一 个 带 有 参数 py 的 基 函 数 是 有 好 处 的 当 
JR, 这 个 基 函 数 不 一 崖 是 ozew”， 换 成 ep(z，pjj 也 行 ， 只 要 
p(z, 0) 1, 研制 这 样 上 有 人 机 对 话 功能 的 曲面 数学 软件 对 
用 户 是 有 意义 的 . 

3-5 广义 双 三 次 样 条 插值 曲面 

这 里 ， 我 们 将 双 三 次 样 条 插值 曲面 推广 到 带 有 扰动 基 函 
数 , BUE SR P e". P (参数 pu, qu 在 0 附近 扰动 ,用 于 
调整 曲面 的 形状 )， 

给 定 和 矩形 域 R= [a, 5] x [e, 四 的 一 个 分 划 


a ay as rey mb, h= ir ti u- T ; 
yw 
: Ti 
PW E TIRER HR ASO LIE FER E T. 
(i) GESTARE Hy [e tu] X [Ys Vial.E, H 
M s(v, 9 可 表 为 乘积 型 形式 


vs 9) o F oom G0), (s) ETO, 1] [6 1. 
其 中 gi(u) —1, ga(u) —u, plu) = KAORE Yao) = | 
1, palo) =v, dis (v) =a, pao) = vere 

QD ERMEER R EEM (e, 办 的 偏 导 数 


' eet, ( ` 
eas (o, 8-70, 1, 2) 


6799 gita d, iua v= 


— 158 一 


ET T Huit R EARME QNI 
ERRAZEAN S pum 76 9 D | 


Gii) TEER E, 满足 
8(m, v D= (25, Y), 4 us 
(4—0, 1, --, N; j=0, 1, :, M, 
(v) 此 外 ， 在 边界 上 还 满足 给 定 的 eR. 
si (a, gj) 一 mo， D s; (b, Y) =My,j; j=0, 1, M; 
Sy (wi, €) —9io, s (a, d) —9,x, $—0,1,. 2L, 
(v) AE D SPA EODD 、 
Szy (a, c) Floros s(a, d) =le, M, 
E Salb, c) —ly, v Solb, d) =ly,u. 
下 面 ,我 们 来 构 作 这 个 曲面 ， 记 
Sm, Y) =M, SYE W) = Jun Ss 内 -zy 
第 一 步 ， 固 定 y—9, HATEGORL, se, y) 是 四 个 函数 
palu), palu), peU), PUO RERE, 要 它 具 有 关于 w 的 二 
阶 连 续 偏 导数 , 由 (3.14) 得 到 
Ai Miis tA Mi, pH a Mirig 
=a fiin tE Se tEn 
© i=], 2, +, N —1,, (3.16) 
由 于 mo, My 已 给 ， AN LSMISSISECE SIS ETE 
时 ， 可 解 得 一 组 maha, j-0, 1, =, M. t, (8.16) 
要 解 用 + 个 N-i 阶 的 代数 方程 组 。 AER, (3.15) 中 的 
pi ER, pu, 如果 pu 与 无关, 那 末 (3.16) 左 端的 系数 矩阵 
与 了 了 无关， 这 时 只 须 求 一 个 站 一 工 阶 的 道 矩阵 便 够 了 ， 这 一 
步 ， 保 证 了 曲面 沿 "方向 具有 二 阶 连续 偏 导 数 . 并 得 到 所 有 
的 selen Y), 4—0, 1, ©, N; j—0, 1, e M, 
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第 二 步 , 与 第 一 步 相对 称 , 固定 vo, 类 似 于 (3.14) ,将 
(3.15) FAY Zy PEIR Tis Pu 换 成 qi 并 相应 地 记 A no. $n 
£o Éni H Mo Mi eis £o Siny 便 得 到 决定 (g.. 5 的 代数 广 
程 组 

Mà gi 21-4 di 4d B5 Bini 
一 Er 和 (3.17) 
i—1,2,..,M-—1. 
guo fux 由 条 件 (Gv) 给 出 ， 这 一 步 ， 要 解 六 +IL 个 如 一 工 阶 
SUPE 并 得 到 所 有 s, (o, y), i=0, 1, +, N; j= 
„M. HHH s, 四 沿 y YAAR Bod S 

p 步 , 我 们 来 求 (m4, y), 进而 通过 (3. 16) 将 这 个 曲 
面 确定 下 来 .为 此 ， 先 固定 o=o, MER Ln 分 仍 可 写成 
Ja (9), Pa), Ars (0), bv) 的 线性 组 合 , 注意 到 总 (cu y) 一 
me 已 求 出 , 便 能 得 到 决定 uy 的 代数 方程 组 

Nl tt AL uil iu 
=f; Mi, ja és Mig tHE Mijts 
j=1, 2, …, M—1, (8.18) 
这 里 , MARAH ho, lu 才能 将 ha 确定 下 来 ， 为 此 ， 注 意 到 
so c), sym, d S9 RIP BC QD), ga (9), pa), pR, 
HERH, H sy (gi, 0) — guo, Sy(t d) = guu 由 (3. 1648, 则 
lio, bx 由 下 列 方程 组 所 决定 

Alas Alu luam = fisa Q-a £g. rias j 

i=1, 2, =, N—1, j-0rM;- . (8.19) 
由 于 Io, o, In,o, losu, Un . BAM COR, h,o, n uc f Ba (3. 19) 
唯一 地 确定 下 来 . . OS 

X-PHO UR GER UO HAE RA AR 贸 给 谈 者 去 思考 
2 UB po qu-—0 Hj, 在 苏 步 青 、 刘 易 元 著 “计算 几何 ?> 一 书 
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中 讨论 了 插值 问题 解 的 存在 唯一 性 . | 
对 于 一 类 实验 数据 ,例如 ,地质 ,水 文中 的 数据 , 边界 条 件 
Qv) (W 中 的 数 是 无 法 给 出 的 。 我 们 建议 采用 de Boor 减少 
样 条 结 点 的 办 法 来 解决 , 即将 边界 条 件 (iv) Bn Gv); 
himo, + oth) mi,s - 
a [ho -2 hoth) M [o, wf C, y) thla, wolf C5, 9) 
: hoth - ? 
(ar 3 tAn- 2) Thy 3, ythya My, 
= (hi ilgw-2, Wwf (5, yj) 
+ [2 (Aya thn- +y] hws [txis vy] (e (5, a) 
x (Ay a Ay) ^ 
Tifi, ot (203-71) 9o: EE 
— [r2 7) rgo, yif n, .十 本 bw vf, - -) 


To Ti 


` 


(x—1-- Tu-a) NEP gx 
= {rh [yy gx-i)f (ri *) 
-- [2 (vx 5-2) tty- alex- a[ya-i, gxlf(m, 2) 
© X (Trat Ty) 5 
i=0, 1, 5 N; j=0, 1 工 M, 
TRH CO) TER (V): 
lo, o= lo, hy oy u, 
即 认为 边界 顶点 的 担 矢 等 于 0, 对 于 几何 上 要 求 不 高 的 实验 
数据 拟 合 问题 , 是 容许 这 样 做 的 。 
3-6 双 丰 次 磨 光 曲面 C 
对 于 仅 给 出 .Ac, DRRR f (os, 9%) 的 实际 问题 , 特 
别 在 f, Ys) 含有 观测 误差 的 情况 下 , 利用 矩形 网 格 点 上 的 
函数 值 , 分 别 作 磨 光 曲线 的 莱 积 型 交 近 , 可 获得 O 类 的 光滑 
逼近 曲面 ,这 类 曲面 的 构造 仅 依 赖 于 矩形 网 格 上 的 f (e, y) f 
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à drin ua 


函数 值 , 但 要 求 zg 方向 的 分 划 必 须 是 等 距 的 。 上 次 磨 光 曲 
面 也 称 之 为 双 % 次 B 样 条 曲面 ， 记 等 距 节 点 acr ih, h= 


-go+j vo Is o TARRAT A Se 4 方向 
的 磨 光 算 了 予 为 Sy, FERAN A KEER H 

&— S, S, f (v, y) 

=I Eso, s 9(*)o (2-9), (8.20) 

k-i k—i 

的 
EXEC, 11x (6 11a 

2S, S. f (m, y) = SR vie UT FAV, (8.21) 


其 中 《7 一 (wii Ww , Ut, M, D, 
Vi = (o, ori m v, L), 


tt 41 : 1 —2 1 
4 人 1 3 Á= —2 2 Jd 


1 1 0 
-1 3 -8 1 
l 一 6 
-3 0 8 0 
i 4 10 


等 等 。 也, 则 为 8 十 1 NUR, Fio (fus), a=i, iti, e, 
ick, B=j, j+1, es, jtk. 

读者 不 难 利用 第 3 章 的 局 部 逼近 曲线 ， 构 造 各 类 的 乘积 
型 曲面 ， 便 如 ,由 第 3 章 S3 中 的 SC, 我 们 可 导 得 含 控制 参 
数 的 三 次 乘积 型 曲面 ， 记 Ps，P, 分 别 为 w y 方向 的 含 控制 
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SUR A, p 的 三 次 样 条 曲线 ,由 89 的 (3.3) 式 有 
Pf ls, 9) - (49, WW, WU 1) . 
“Mf "- y), f (2, 9), f " Y), f (tisa, y», 


其 中 
4.—1 — —124--8 (124-3 一 从 十 . 
zs 184-6 —181+4 6—1 
^ 2| -1 0 d 0 [p 
a 2— 4X 247 0 
(Te) 
AE 


U= (u, u, u, 1)*, V= (95, o, v, 1)?, 
v=FB( 4%), | jervr(3—9), 
便 得 到 含有 两 个 控制 参数 和, 的 乘积 型 曲面 
z=P, P, f (a, W=U M,G MYV, (3.22) 
这 里 G Rue, G-(fu), a-i-il, =, i+2, B= 
j—1, …, j+2 通过 的 不 同 选择 ,能 调整 曲面 的 形状 ， 
特别 当 和 一 一 二 时 ， 得 到 三 次 唐 光 曲面 、 A 一 j=0 时 成 为 
0+ 类 的 插值 曲面 ， 如 此 等 等 , 还 可 通过 和 X.、 凡 的 选择 使 曲面 满 
足 某 些 几何 要 求 .如 果 分 划 是 非 等 距 的 , 册 同样 由 第 3 章 


3(3.8) 式 可 构 作 含 两 个 参数 和、 的 三 次 样 条 乘积 型 曲面 ， 
一 般 讲 , 这 类 合 控 制 参数 的 乘积 型 曲面 属于 0: REX, 


$4 Gordon 技巧 及 Boole 和 曲面 


au iL. M, 为 $2 定义 
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(ME 


R: f(e, y) —f (v, 9) — L.f (a, y) 
--LJ)f(v,w), 
Byf (e, y) -f (v, y) - Myf (v, ) 
-(- Mf, y), 
其 中 了 是 单位 算 子 .再 记 z= 了 (vw, y)-M,L.(, 9), as 
T Fo, y) THEE f(e, BRIR 
Jo 9) — F (v, y) - (I- M, Df (o, a) 
—(IAQG-RBR)U-B2)M (s, y) 
—(R,--R,— B, Rf (E, 9. (4.1) 
现在 ,引入 新 的 曲面 : 
z= (Lst+M,—M. ,Lf= gle, y), (4.2) 
则 曲面 *= 9(zc， 幼 在 某 种 意义 上 将 能 更 好 地 逼近 曲面 z= 
f(z, 奶 .事实 上 ,我 们 有 | 
Fle, y) (o, y) = (I-L My M, Ls)f (v, y) 
eom I-(-R)-(-H) 
T-RJGU-RMjf(esw 
=BR,R,f (€, p. o (4.8) 
dE 13:8, 我们 研究 了 这 种 算 子 ， 即将 Let M,- M , Le id 
成 算 子 Lu, My 的 布尔 和 DOM, 并 讨论 了 它 的 几何 意义 及 
精度 。 RE, 我 们 研究 具体 的 乘积 型 插值 问题 ， 即 寻找 (a) 
满足 


È È apeh) =f (en y), 


1j 
s—1, 2, =, N; t=1, 2, =, M, 
假定 pla) . "ne s.y 的 Lagrange d p 3, 即 满足 
Pr (0) =u, ji) 一 64， 那 末 ， 插 值 算 子 L (2 7138480. 
M yy 方向 插值 ) 的 布尔 和 曲面 可 写成 
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&% 一 9(o， y) 


= (LMJ (v, y) 
-È p) (en DHSS E, 9) 


-È SOD 49 


但 是 , f (m, Y, Sle, y) Anil, Gordon 应 用 了 一 个 技 
巧 ,利用 单位 算 子 的 分 解 ,将 g(x, 四) 写成 

2—g(v, y) - (TLt+MyI— M,L2f (s, y), 
对 右 端 第 一 个 单位 算 子 用 算 守 M, 去 逼近 ， 第 二 个 单位 算 子 
用 算 子 了 去 和 逼 近 , 便 得 到 新 的 曲面 


2-9'(z, y) . 
DM, EM, TI), y). — (45) 
其 中 ， 有 jc y) EP of Gi, 9), | 


Mf Ce; WD -YF E, i), 
这 里 (o1, % 一 1，2,，…，W"} 是 关于 [a, 妇 区 间 的 一 个 新 分 划 
KA, N'SON, AR (i j=l, 2, e, M") 的 定义 也 类 似 . 
而 函数 E, Vi(g) E E F 84 CD. (rH 的 
Lagrange 基 函 数 ， 即 满足 pi (vj) 一 Ou, V; (9j) = 6y, EB, 
9 (v, 起 可 写成 

z—g' (a, y) 


=È pDA Gs, v) 
H3 er, v) 
EDONOR 
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ig Li Mi 还 近 单 位 算 子 的 误差 为 Ro, Ry B, ORD-I-—L, 
BL—I-—M,, 可 得 
fæ, 9) -g e, y) 
= (R+ Rit Ry Re~ R, Re— Ry RS (e, y). (4.6) 
为 了 保证 精度 , 必须 使 Rn R 具有 BR, Re 同样 的 精度 . 
将 (4.5) “应 用 于 等 距 节点 的 三 次 样 条 播 值 , 利用 Peano 定 
理 ， 可 以 证 明 Rf, ii^ RQRQf, R,R,f, Ry Raf 是 一 个 有 


1 i1 .1 
人 Ur p (Ns LN)? TINY 


On y- ME M'=N'=MN, jm uc Ni, 3 
A g'e, VIDE JG, PRENDE Se. 而 计算 (ex 9) 
需要 2M 个 函数 值 ，Powell 指出 ， 通 常情 况 下 ， 为 了 达到 
i 的 逼近 阶 , 需要 M 个 函数 值 ， 对 比 之 下 , 看 出 Gordon 
技巧 的 优越 性 ， 无疑 单位 算 子 的 分 解 是 多 元 函数 逼近 的 一 
个 有 趣 站 题 ， o 
布尔 和 曲面 是 一 种 校正 曲面 , 先 引述 Barnhill 和 
Gregory 1975 年 导 得 的 一 个 结果 . 
引 理 1 RP 是 线性 空间 X 到 自身 的 线性 算 子 ， 乡 
是 X 的 子 空 间 。 如 果 算 子 中 能 精确 地 再 生子 空间 S ( 即 对 
于 任意 的 JE 乡 都 有 QJ = 月 ， 又 设 人 天 是 生 上 的 线性 泛 
西 , 算 孙 卫 是 满足 下 列 条 件 的 插值 算 子 , 即 对 于 任意 的 1E 了， 
插值 函数 Pf 满足 
` Pf —f, i-1, 2, 
KR ROLE X 上 的 布尔 和 算 子 PGQ HLO_PO 具 有 
的 精度 和 了 的 插值 性 质 . | 
证 明 ”对 任意 JE 纪 由 @ 的 再 生性 有 
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(PO - (Pf -Qf -POI - PfYyQf - Pf -f. 
其 次 ,对 于 任意 的 EX 有 
MPOOF —X, P f US -u PRS 
5 —MPyYdMQf-MQf = Mf, 
ooí-1,2,--5. WEP . . 
E 1 & X C, mul, Pf 是 过 [wm watin A AI R 
性 插值 ,Qf 为 过 m ti 三 点 的 抛物 播 值 , vi wo 十 jk。 容易 
验 明 ,对 任意 的 JE 革 有 
(POQf = (P-Q-PQf -Qf.- 
Pi Coors H Ej E XX Ux Hermite 插值 的 Boole ü. 为 
简单 起 见 ， 考 虑 单位 正方 形 域 隐 = [0, 11x [0, 1]. idm. y 
方向 的 三 次 Hermite io RS Haf, H, f, 称 


Hsf+H, f- H H, 7 | (4.7) 
为 Coons 曲面 x "ood o 
fl, 9) | 
Haf = (pyl), — pa) oy) y 
a H«C, 9 | 
Hyf(s, 9) Bass tu. DV 
DEM ` Fia, 0) - 
E — (901 e». e 2 
| J«G, 2 
H, H,f (s, y) 
. po (4) 
TL (pola), pola), Qoi (2), pa Ml O |, 
(d go (D) 
C paly) 
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f(0,0) j(0,1) f,(0,0) fO 1) 

40,0) FLAD f0,0 f, 1) 

| Fe, 0). flO, 1) Ja (0, 0) fa 1) 1 

Fe, 0) f,CL D fa, 0) fa GL 1) 
这 里 函数 poo; 910, Pon 911 的 定义 参见 第 8 328 1, 由 Barnhill 
引 理 , Coons B Bj RU He 及 Hs 的 插值 性 质 , 和 He KH, 
的 精度 (因为 POQ-QOP), Ha, Coons 曲面 对 函数 
a" y^, 0a, BSI 有 再 生性 质 . 


$5 .Shenard Jy 法 


当 观 测 数据 的 数目 很 大 而 又 非 规则 ,特别 是 .fw, 分 在 多 
处 具有 峰值 时 ， 要 拟 合 一 个 曲面 是 一 件 十 分 不 容易 的 事情 . 
在 这 种 情况 下 ) 党 采 用 局 部 逼近 法 -因为 ! ORO, 例如 最 
小 三 乘法 , Re BOE BEROCT IGBIT, 也 就 是 说 , 所 建立 的 各 
近 曲 面 ,其 峰值 被 “平均 ”前 低 了 ,而 平坦 地 方 却 拱 高 了 ， 为 了 
适 记 每 一 点 的 变化 状态 ( 当 问 题 对 这 点 要 求 特别 高 , 例如 趋势 
面 的 分 析 ), 就 有 必要 针对 这 江上 成 单独 建立 一 个 曲面 ， 用 一 个 
例子 来 说 明 这 个 问题 ， 假定 在 (， VRBE, Bon pg 
fera Ur | 

| i Fs, y) -aa-F bg t c, DEMNM (5.1) 

用 最 小 二 乘 法 来 决定 a、 b.c, Bp ME 

OEeG. 的 -om 到 -oj 

— I(a, b, c) 2 min, (5.2) 
其 中 (oz， y)t-1, 2, Uy 有 “靠近 ”点 (c, y). BUS T € 
— 189 一 


(21,9, o, RBF ai Yo gy. O2), RAIE 名 


$5, D 并 令 其 等 于 堆 , 便 得 到 决定 6、5.。 的 代数 方程 组 


n 
aY witb Pomyte Šio 9 
t=1 t= = 


l 


2 of (2s, 92, 

aS os y Fb S ore odi (5 y 
四 < 

TEX (2, Ye) Ys 


aT i 
-2 onf (9; 9). 


Xy (5.2)! MENETAN BRUN RR 

现在 要 问 ， 那些 (xs 多 算是 比较 靠近 点 (w y) Wb? 这 里 
有 几 个 原则 供 使 用 者 选择 .， 以 (w, 急 为 中 心 作 具 有 固定 半径 
或 对 角 线 长 度 的 贺 或 正方 形 ， 凡是 落 在 这 个 区 域 中 的 点 就 认 
为 是 (5. 2) 中 的 e, y). TW, 也 可 以 这 样 做 ,以 Ge, 幼 为 中 
12353 m, 在 每 个 坐标 旬 展 都 取 一 个 固定 数目 的 观测 数据 。 
每 个 象限 中 又 怎样 来 选择 这 些 点 呢 ? 一 个 简单 的 办 法 是 按照 
观测 点 (wi，%) 与 (cx， 幼 点 的 距离 大 小 去 决定 取舍 . (65.2) 中 
n 的 大 小 还 决定 观测 数据 数目 的 大 小 . 一 般 来 讲 ， n^ E 
过 10, 文献 [10] 中 讨论 了 % 选择 的 原则 . 

BUS T. cx 的 选取 也 是 一 个 重要 的 问题 ，. 取 适当 常数 n, 
将 cs 取 为 


o= TED, au, 2, e, f (5.8) 
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其 中 dg =v ær Y (y-yo), (r-d),-max(r—d,, 0), 
(5.3) 3€ BH, 以 (2, 幼 为 中 心 ” 为 半径 的 圆 域外 的 那些 观测 点 ， 
权 系数 为 0， 而 越 靠近 (w, 9) 的 观测 点 , 其 权 系 数 就 越 大 ， 这 
E, 我 们 还 默认 ， 当 (%, YRA Ce, y) 8E GCSE cos 变 成 无 穷 
K), F (e, y) =f (ms, y). Bp 
FG, y [ETE 6, Rt 
í 了 (ws, y), Hæ, PEAME Cms, y 时 


这 样 ， 利 用 (5.1) (5.2) (5.3) 便 得 到 了 拟 合 曲面 (这 里 取 
的 是 平面 ， 而 且 每 一 点 对 应 的 平面 又 不 同 ) 在 任意 一 点 的 值 . 
RE, 拟 合 函 数 的 值 放 在 首位 来 考虑 , 将 整体 上 的 拟 合 曲面 放 
在 次 要 的 位 置 , 也 即 是 说 拟 合 是 局 部 进行 的 , 函数 值 是 逐 点 给 
出 的 , 每 算 一 个 函数 值 就 必 解 一 个 最 小 二 乘 的 问题 。 如 果 在 
G.D PRa=b=0, PEE, 人 ) 附 近 ， 拟 合 曲 面 是 平行 于 
Osy 的 平面 ,由 (5.2) 有 


$ ex f (ts, 9) 
e = 一。 


看 来 ， 这 个 模型 是 粗糙 的 ATIRE M BUS IU HAR 
FHAR . 

下 面 , 介绍 Shepard 提出 的 有 再 函 数 表 近 方法 假定 
在 Ory 平面 上 给 定 一 组 散乱 点 Cw, yo 及 相应 的 函数 值 f= 
fm, y), i=1, 2, =, N. Sp 是 平面 上 某 一 度量 , 例如 常 
PECEREN, HTAA, y), 4 r=pCle, y), 
(m, yw), Hi p=] e~m] +] yy], p-max ( |v—«;|, 
19 一 外) 或 者 po 一 Vw 一 wm) 了 十 (9 一 yi)” 等 等 ， 假定 凡是 一 
个 实数 ,满足 0<N< 十 cc。8hepard HMA till] 2 — FP (2, y) 
表示 成 下 面 的 插值 公式 ， 
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z— Fs, Y) = (G NT 19/G eR 时 ， qua) 
k n- 0 Bj. 
不 难看 出 ， 这 是 一 个 关于 (on y), i—1, 2, , NAMAN 
AR. XG, DARAN, Fs, URSUS f. f 


权 平 均 ; 权 因子 E 5j(v, y) iX. 


研究 Shepard 公式 (6, 急 的 特性 . 首先 , (6. DR fin, LM 
的 系数 是 。 、 
: i H (r(e, p» 
: Ac, 办 = 一 一 从 一 一 一 一 


E 

N N 

22253 apee y)» 
^» o . 

"N. 


HG. 4 可 写成 : 
2=F (e, D =È f (en Ale, y), (6.5 
其 中 ,4i(z, VWE | 
Alt; y;) = yy, t, j-1, 2, ub N, 

$&(D.0)Jy Shepard 公式 (5.4) 的 Lagrange J2 2X, WM, 
Shepard 方法 也 可 理解 为 带 权 因子 一 (与 <, y 有 关 ) 的 最 
小 二 乘法 ; 即 选 择 6 使 

3 oie f? min, 


N 


' 2 (funt) 
解 得 n t = i, 
l X rt) 
BB(b.4)5&, Ei (D. EH TEE 
min fis F(z, y) max fi, (5.6) 
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显然 , 当 所 有 户 = 常 数 8 时 , LO HR EO a= Fe, 9) 8. 
Hy Shepard 曲面 对 常数 是 再 生 的 , 权 因子 ei ri" B s — RE 
选 为 大 于 1 的 常数 .但 如 果 u 选 得 太 大 , 则 在 点 (wi, 90 附近 
拟 合 曲面 将 变 得 十 分 “平坦 ”而 使 点 和 点 之 间 的 那 部 分 曲面 
变 得 十 分 陡 . Gordon 等 人 曾 指出 , ER u=2 是 合适 的 . 

Shepard 方法 有 一 系列 的 缺点 ， 首先 ,如 果 六 很 大 , 为 
了 计算 一 个 型 值 点 , 需要 耗费 很 大 的 工作 量 ， 第 二 , 权 函 数 是 
由 点 的 距离 来 决定 , 它 完 全 不 考虑 到 其 它 因素 , 例如 点 的 方向 
等 等 . 最 后 , 在 型 值 点 附近 的 平 班 部 分 会 有 微小 扰动 。 如 果 
我 们 能 够 估计 (wi, 多 处 函数 Fw, y) PE i SEC, BT 


2 fle, Y) =fr, Era, gi) —fys 
那 末 , 将 拟 合 曲 面 z= 也 (w, VERR 
z=F (s, y) [ 
he DIt (e-a) -Sd T 
SA F (e, DIEWE TAI 的 插值 函数 , PIF (e yi) 一 
J (a, Vi), —— 2 F (ws, 4) =f o ars Y) =f y 这 意味 着 ， 


当 给 出 fo fo Ju Bt, MARME F(o, . 殷 能 更 合理 地 描述 
原来 的 曲面 2— Fo, y). IR, fo fu 无 法 给 出 ， 则 用 二 元 
函数 差 商 将 它 近 似 地 确定 下 来 . 

Shepard 本 人 于 1964 年 提出 了 一 个 局 部 过 近 方案 ， x 


R>0 并 规定 ， 
Occ, 
v(r)- Jr M R 

(5 1), 可 <r< 妃 


rA. 


e EN sje 
b 
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ix^ m XC Mee RI pig, 并 当 ”> 召 时 便 为 零 ， 这 里 六 可 取 
成 V (ws 一 20” 十 (y 一 ”并 定义 新 的 曲面 


3 AGO)? 
二 一 ， 当 0 时 ; 
ee, D=) M (5.8) 

fv T M rn =0 B, 
容易 看 出 (6.8) 在 整个 平面 Owy 上 有 定义 ， 显 然 o (5, 9) TE 
(n, dO RbSE-F fu WEEBER, - 仍 处 的 值 是 部 分 函数 值 
记 的 加 权 平 均 ， 即 仅 依 赖 于 < 如 的 都 一 部 分 的 (zw gy) 所 对 
应 的 函数 值 大， 故 公 式 (5.8) 是 一 个 局 部 台 近 公式 ， 实 际 应 
用 本 方法 时 ,需要 合理 选择 吾 ， 使 有 恰当 数量 的 点 (wo 9) 落 
在 相应 的 圆 域 中 . | mE 

在 本 节 的 末尾 , 介绍 两 个 画 曲 面 的 等 高 线 图 方法 . 

记 z=f(z, 攻 为 被 吾 近 的 曲面 , (z, 90 €2, X 2 fe 
角形 剂 分 , 如果 .fo, 分 在 每 个 三 角形 顶点 上 的 值 已 知 时 ， 曲 
面 z=(c， 幼 的 等 高 线 可 这 样 画 出 ， 假 定 天 是 我 们 要 的 等 高 
线 的 高 度 , 记 Aabe AT, 则 规定 ， l 

(i) 如 果 A min(f(), FO, ORME ho max 
(fa), 了 (6),f(0)) 则 等 高 线 不 穿 过 7 

GP 在 相反 情形 , 等 高 线 与 的 两 个 边 相交 ， 而 且 还 可 
以 确定 哪 两 条 边 是 相交 的 边 并 求 出 交点 . 这 时 , EA f (0), 
FO, (0) 中 , 取 其 最 小 区 间 , 例如 hE (f(a), FO, 那 末 等 
高 线 穿 过 ob 的 边 ， 并 且 与 4 点 的 距离 可 通过 线性 插值 方法 
RH: 

Uy ey abl, [ab] ft a, b ER, 
等 高 线 通过 点 的 连接 而 成 ， 但 要 对 三 角形 及 顶点 排列 好 . 
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[11] [22] 


中 讨论 了 这 个 算法 的 了 ortran S, 


另 一 个 描绘 等 高 线 方法 ， 仅 借助 简单 的 判断 及 计算 机 打 
印 设备 便 可 显示 出 来 . 假定 H RE DO P RHEE 网 格 ， 
函数 f (o, y) 在 什 形 网 格 上 的 值 已 给 . .给 定 二 个 实数 五 上、 


HU, HL<HU 
ANEX: 


. 2110000000000112333449586778889999999999999999 : `- - 
. 233100000000011123344555667 78889999099099999999. 
1110000000011122334455666778888999999999999999 


. 1111111222233344555660777788888888888888888888 


Ai 一 张 心电图 的 等 高 线 
1222222233333444445555566667777788888888887777 
222222222222333344455556666777 7788888888888777 
2211111111222233344555566677777888888888888888 
22111111111122233444555666 717 13888888099999999 
2111100000111122331455566677788888999999999999 
2111000000001122334445566777888899999999999999 


21110000000001122334456667,71898999999099099999 


2110000000000112238445866778889999999999999999 


1110000001111228344555681778888899009009999990 
1111111111112233445550667 778888889999999999999 
11111111112223344465660171 17988888888 0008888888 


22222222233834455506667118858888889099999999968 


` 2222223333344455566777788888889999999999999999 


2223333284444555667777888888999999999999999999 
2338333444455556667778888889999999999999999999 


3333894444455 -66677778888889999999995999999999 (7 


8333344445505660771188888889999099990 99999909 
12393)441BB 08009177 T83889389999999 9999909999 
2383334444555566667777189888888809999999999999 
22332344445656660667 T 1 178888888888899099909999 
228283444445555666607 111 1188883888888999990999 
2233333444455555666666777777788888888999999999 
2223333444445555556666667777778388888399999999 
2223333344444555555666666777779788888899999999 
2223333344444455555566666677779778888889999909 
2222333334444455555566666667777778888888899999 
2222333334444445555566666667777777888888888899 


. EBENE, O60 至 9 共 十 档 , 它 由 让 
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-19， fl y)>HU, - (5.9) 
41V, HLV —DE« f (&).-Hh4-Vh, 

这 里 1<F<8， h FUH, RIRH, ARENG 
者 作 心电图 并 得 到 一 批 数 据 后 ， 如 何 去 作 等 高 线 的 分 析 . 
gohumaker 在 另 一 入 文章 里 用 二 步 到 近 法 (参见 8 7) 去 处 理 
这 张 心 电 图 ， 


0, f(z,y)«HL 
Cy 一 


66 penn a 


在 本 节 , 针 对 散乱 数据 的 情况 ， 利用 双 三 次 样 条 函数 去 构 
作 拟 合 曲面 .假定 被 逼近 的 筷 曾 e f (o, D EER Gv, Y) 
处 的 函数 fw, yE f BA, r1, 2,5, 0 点 集散 乱 地 分 
布 在 Ozy 平面 上 的 一 个 矩形 R= la, axe, d, 将 矩形 
作 扩 大 分 划 m 

Ee VEL EE Iu amb hs 

pa & ua 7 0 us < e ln e nai md "maa. 
Fu, uu) BOSTEJE PUR, RRR By 个 小 矩形 ,i 一 4,…， 
n, j—4, =, m, MET ASAORE UE sle, y), 它 在 每 个 小 
矩形 Ry 上 虹 现 为 到 三 次 多 项 式 


ÈS oua y 


HET HM 0<g<2, 由 第 
TINO | 
sle, D =È È BD Bn). 6D 
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其 中 , 应 数 Bua) B, sly) 仅 在 4X4 个 矩形 上 非 零 (图 了 有 , 换 
HE, TE Ru, 1 (v, y) [ooops gv goa ERE 
Ba) B; QD A AESEXUE UB FEAR OX Hu 8x4, v—-8«& 
j&v. 


y 


> "Ug 
Hi (6. 1) —— jr, p. T= 1 2, ,了 ?有 
Sr Bae) Bia) =fr 个 二 1, 2, - ' *, l. (6.2) 


将 它 写 成 矩阵 形式 í 
o AX sb, 0... (6.3) 


Job A JE Lfi nxm 列 矩阵 ， Rri £i. G-Dmti NTR 
为 Bis Cw) Bj, +(Yr), 省 HN E m JJ. 
: ra | UD | 
Ae 
， ef j, ?= afa 
T f 
Tnm 
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不 妨 假定 散乱 点 集 (zr Y), r=1, 2, 了 的 排列 是 按 
它们 在 矩形 Baa Rear Eas Ram 中 的 位 置 为 先后 次 
序 , 则 有 2E vo^ 

Ai Aia Ais Aia 
Aaa Aog EI Aa 
A= Ass Asa Ass Ase , (6.4) 


Se0otocsecsossoosesooe 


~ Amn Asini Åmmi2 Án maa 
Hob, An 是 一 个 长 方形 带 状 矩 阵 , 带宽 为 4 其 列 数 为 m 而 
行 数 等 于 通过 方 格 Rens, Ror 0, Raris 的 观测 点 数目 
之 和 . 
例如 取 %=6, m=6, (s yn)7 -1, 2, =+, 89 的 分 布 如 
图 2 所 示 , 38 Bua (2v) Bra 09) o bé, WR, A. 能 写成 


An Anm Ais Au 
A= Aa Aas Aas Ass dee 
Ass Asa 4a5 Aso 
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bi? 55? n bi? 0 


bo 5g? 5g» v 0 


A, = b 
其 中 j 0 bg?» og bU» bs 
2 (2 20 (20 
0 DEO DRO pg» pg» 
21 21 21 21) 
Dj? b? b^ b^ 0 
22 (22 (22 22) 
A | OP 05^ ag? bg? o 
2j 5 
34 (34 34 34 
boe bg? ($9 b^ 0 
35 
0 0 PIP bg» 
36 36 36 
A,-| O 0 Mj» bj be" 


0 0 DEP bj»? bg» 
bi? 由 第 工 章 的 8 2 给 出 ， 现 在 , 假定 1>nxm, 利用 最 小 二 
乘法 来 解 (6.8)， 即 在 一 nxm KEZE HR-HR X iE 
l| AX — f [$— min, < (6.5) 
容易 证 明 ,(6.5) 的 解 总 是 存在 的 ， 这 个 解 是 唯一 的 ， 当 
HRY nul(4) =0。 对 于 散乱 数据 来 说 ,在 矩阵 4 中 常常 
有 一 个 行 出 现 为 零 , 因而 , 利用 奇异 值 分 解 染 来 解 (6. 人 是 合 
ER. c 


设 A= (a)i 太一 nxm， 由 文献 [1 生存 在 着 西 和 矩阵 
U. V fi 


30 
vau-D 中 (6.6) 
Hp Z-diag(oi es, e, 03), RH 0im032-0,70, 3X 
91, 02, *, Ca 其 中 ouam 0,70) 称 为 4 的 奇异 值 . 加 
的 列 向 量 称 为 4 的 右 奇 异 向 量 ,F 的 列 向 量 称 为 4 的 左 奇异 
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向 量 ， 可 以 证 明 , (6.5) 的 解 可 写成 
x-z( o (6.7) 
Ho o^ 7 


mE, WE b—AX'I2 ERMEE X'* X, WE | X la 
|X’. ig | 
U= (us, Ua, ct, un), V= Qi, vo, nn, 9). 
WAX-bWEON-AEOS 
8,—o; vb, i=1, 2, Oh] 
X= 8,0489 tig E -- :十 Ox Us. 
关于 寻求 奇异 值 的 方法 参见 [4g] 


(6.8) 


$7 — mj 


为 了 构 作 散乱 数据 的 合适 逼近 曲面 而 不 需要 太 多 的 计算 
&, L. L. Schumaker F 1976 4E d ui T HERON 38 x€ 
ik. 第 一 步 ， 针对 散乱 数据 提出 局 部 修补 逼近 ; 第 二 步 ， 直接 
H BEREH ERREN fü E. 
7-1 局 部 修补 方法 ` l 
假定 乡 是 Oey 平面 上 的 一 个 区 域 fe, 中 是 定义 在 2 
上 的 实 函数 ,给 定 属于 儿 的 一 个 点 集 (wi, y), $71, 2, N 
MAREE fif (0, Y). ERKE 史上 寻找 一 个 函数 
Fe, 幼 去 合理 地 逼近 函数 fo, y). 首先 , RITTER AR 
形 域 
—[e, b] xte, d], H 22. 
对 五 作 wz、gy 方 向 分 划 . 
Q — Go Lt t pt = b, 
€ — Jo ga ud, } (q.1) 
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这 些 分 划 使 得 五 变 成 若干 个 小 矩形 
HU. Hy Us, 261] X [yj yia. 


我 们 希望 ,在 每 一 Hy EUR "IER UR 
i-0, 1, ^, k, 
se, oo [n DIG DEE V ry i} 
这 里 gule, 从 是 次 数 较 低 的 多 项 式 , 为 了 明确 起 见 ,假设 
9,€& - Span (ds(e, y), ^, dur, 1), 一 般 讲 , 取 d=3 或 
4-6, 3t dale, 1) =1, dalo, y) =2, dale, 9) =y, dale, 9) 
=a, pale, y) cay, elw, y) - ^. E 


gule, y) = So pule, y). 


由 于 : gyl, DIAREE Hy 上 的 曲面 块 因而 ， 当 考虑 
合理 确定 常数 cos 时 ， 自 然 地 会 想到 仅 利用 五。 中 的 数据 
(tr, Yr, fO. 但 是 ,在 散乱 数据 的 情况 下 , 甚至 对 许多 ELE 
说 ,在 它 里 面 很 少 甚至 没有 数据 点 .在 这 种 情况 下 , 必须 考虑 
较 大 的 包含 Hu 的 矩形 域 Élu, de 应, 中 有 适当 多 的 点 ， Ay 
能 够 用 下 面 方法 决定 . 

[BE Fg gun, NEDRE dan 个 数据 ， 对 于 每 个 集合 
ACH, 记 d(4) 是 和 4 中 的 数据 数目 。 确 定 Él 的 迭代 过 程 
A T. 

(a) E É-H, | 

(b) # d(É) ds 时 停止 ,否则 转 入 (0)， 

() É, 被 Hj 的 扩大 了 的 集合 代替 并 转 入 

(b), | 
为 了 运用 Hs Mp Gs, gu, fOSKREE XR 向 量 (ei, H. 
当 dus >d MRAR KEE RERA BC a BLA c GE UE 
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(7.2) 


方法 , 当 采 用 离散 最 小 二 乘法 时 , 归结 为 解 & 个 联 立 方程 的 正 
规 方程 组 , 由 于 a 不 大 ,方程 组 将 不 是 病态 的 ， 如 果 是 离散 奖 
MIRE, H THE (sli, 必须 解 一 个 线性 规划 问题 ， 如 
R Hy 中 的 数据 不 多 (例如 3~6 个 ) 则 可 运用 插值 法 来 确定 
Hy 上 的 小 片 曲面 , 这 一 过 程 说 明 如 下 . 

车 在 区 域 且 ;上 给 定 %n 十 1 个 插值 点 (wi, y)$— 0,1, en, 
假定 了 (lw, YE 9) ERU EAT, 记 之 为 用 。 现 在 , 我 们 来 
建立 Hy 中 的 小 片 插值 曲面 , i 

z=94(®, y) Uu 
= loo + k10 € + o1 9 + Giao 7 3-043 CY 十 os Y? 
t9 2" d G4 313771927 tomy", (7.8) 
XH ay 是 待定 参数 ,共有 CuD Um A, cane 
值 条 件 恰好 等 于 参数 个 数 ， 在 (7.3) 中 令 gules q) fu 便 
得 到 mn 十 1 个 方程 组 .以 w=2, 5 为 例 , 若 
1 wo -Yo 


1 wi Yi|¥0 (n=2), 


1 Ba Yz 
So Yo T LoYo Ys 
£i 91 Å yr Y? 
gå V3 Ya ys 
0 =5 . 

Ws Ys 13 ats "lu (n )» (9 

04 Ya di Wa Ya yi 

s Ys 45 sys Vi | 
那 末 插值 问题 (7 .3) 的 解 存在 且 唯 一 ， 当 %=2 时 (7.4) 成 立 
的 几何 意义 是 插值 点 (za， Yo), (vi, 91), (zs, ys) 不 在 同一 直 
RE. X n-b 时 ，(7 . 少 成 立 的 几何 意义 是 插值 点 (zo, vo). 
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HORROR OH B 
a 
hk 
S 


(Seri 


(us, Y), (us, Ya), (o, YA, (nus Y, (5, WW) 不 在 同一 条 二 
次 曲线 上 ,下 面 ,寻找 插值 函数 的 Lagrange HAA. 先 以 
n—2 为 例 ,将 若 面 z= 了 (zw, y) S 

z= folo(w, 9) -fali(s, 9) -fals(o, y), (7.5) 
其 中 Læ, PERF os y 的 一 次 式 且 满 足 


. 0, ijj 
(oh z) -à,-| i 


1, i=j 
为 求 Row, 9) 引 入 平面 向 量 
Tau = (Et Pry, V— s), | 


à, j=0, 1, 2, 


Tá— (Ws — (0 2m)), 

T,— (2 一 2 Y— Y). 
容易 验证 ， (Ts, 75) —0, (Ta; T2) —0, 
"ZUR ru, ri), EET, o, y 的 线性 一 次 式 , 当 (%, y) — 
(21, 91) 时 (ra, Ti) —0; 4 (v, y) = (22, W) IEEE (s, Ti) = 
0; WH (e, y) = (zo, go) Ed (ro ri) 0. 从 而 ， 得 到 第 一 个 
AE PR Jc 


=u Tri) 
lolz, y) (Toi Th)" 


HM, ho, 9) 一 ao lale, y) = (ro, T5) 


(Tis, T») " (Fu, To) “ 
JEU, 34 n=5 时 , MESET RX 
=g, W) + 3 filu, 9». (7.6) 
其 中 ` 
(Pa, T12) (Ta, Tài) (fa, LES (tis, ri) 
hlz, y} = (r, ri.) (rs, T) (rai Ti) rs, TA)| 


(foi, Ti) (Tos, T34) (Ti, Ti») (Tss, T ra) 
(Toss Tis) (fos, T24) (Tsis Tis) (fis, T2) 
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(ra, T23) (fa, tis) (Foa, T23) (Tos, Tis) 

(fa, T24) (Ts, T35) (fos, T24) (Tos, T5) ; 
+ * 

(Tia, T23) (Tis, Tis) (fos, T23) fos Tis) 


(Tias T34) (Tis, Tis) (fos, T24) (Tos, T35) 
(rs, 134) (Ts, T30) (Tis, T34) (Tis, Tio) 
la(s, y) = (fs, TA) (Ta, Tio) (fas, T5) (Tu, Tio) . 
Y , 
? (fas, T34) (fas, T30) (Pis, T34) (Tis, r» | 
(Tas, 55) (Tas, T10) (Tis, T35) (Tis, Tio) 
(Ta, T35) (To, To) (Tas, Tis) Cfa, Th) 
la(æ, y) = (Pa, 1) (Fs, PH) (Tas, Tio) (Pos, T) 
? (faa, Tis) (Tso, T1) (Taa, Tis) (Too, T) 
(fas, Tis) (fso, To) (Tas, Tis) (ao, To) 
(Fs, T30) (Ti; Tid) (Tas, T30) (Tar, Tiz) 
(frs, T&D To, T») Cras, T (gj, Fa) . 
(fas, T50) (ai, Fiz) ss, Too) (Tai, Tiz) | 
(fas, 1*1) (Tao, Toz) (Tas, T5) (Tso, i) 
(7o, TO (fa, T33) — (Tao, To) (Tas, T53) | 


lo, y) = (ro, Tis) (Pi, Ti) (rao, Ta) (ras, Tia) 


(f5o, Tor) (fas, T2) (Tio, T) (Tas, Ths) 
so oz) (Pss, Tis) Cras, TO) (Tai, Tia) 
从 这 里 看 出 , 当 数 据 散 乱 时 , 构 作 曲面 是 不 容易 的 ， 采 用 曲面 
Hr gu 来 逼近 曲面 f(z, 9), 其 优点 是 计算 量 小 ,但 这 些 曲 面 片 
在 分 划 线 上 会 产生 跳跃 ， 这 对 于 某 些 应 用 问题 来 说 是 不 合理 
的 ,我们 将 在 第 一 步 的 基础 上 建立 一 个 光滑 曲面 . 

1-2 光滑 曲面 的 建立 0. 

E TAL, 我 们 在 每 一 个 矩形 Ha 上 建立 了 曲面 片 , 也 即 是 
说 ， 拟 合 曲面 在 R= [6，59] x Fe， 四 上 的 每 一 点 的 值 都 已 给 
出 .为 了 克服 在 Hag 的 边界 上 ， 曲 面 片 不 连续 造成 的 计算 的 
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ls, y) = 


, 


Ls, y) = 


困难 , 我 们 将 = [a, b] x [ec， 四 重新 作 分 划 , 使 得 新 的 网 点 
都 不 藩 在 Ha 的 边界 上 ， 这样, 拟 合 曲面 在 召 上 的 每 一 个 点 
都 有 确定 的 函数 值 。 在 这 个 基础 上 , 我 们 能 利用 规则 区 域 构 
作曲 面 的 方法 来 建立 光滑 的 拟 合 曲面 ,例如 乘积 型 磨 光 有 曲面 ， 
乘积 型 搬 值 曲 击 , 乘积 型 最 小 二 乘 曲面 等 等 。 Sohumaker 于 
1976 年 提出 了 构 作 光滑 曲面 的 拟 播 值 法 ， 为 此 先 叙 述 一 个 
引 理 . 对 于 [6, 81 的 一 个 扩大 分 划 

Q1 ry m a ua rm uam DE, 

gicmymeym guam n gui datu 
BIS 130 81 知 , 记 乘 积 型 基底 

| {B:n (2) By (n) fa 
构 作 光滑 曲面 B 
ee QP =$) $i h F Bar (2) Baa), (7.7) 


这 里 z= 了 (zx, 9) 是 由 第 一 步 ( 即 局 部 修补 方法 ) 所 产生 的 曲 
M. u 是 关于 也 的 线性 泛 函 

Ag F -之 Xo By, F (Tw, Tiu), (7.8) 
其 中 ca Tin 满足 


qug LT Ltk } 
Jia Ty Yb 
选择 wo， Bu 使 对 函数 类 


p g 
2 2j dys tyt, (7.10) 


有 再 生性 ， 它 归 为 一 组 代数 方程 前 解 ( 参 见 文 献 [71)。 这 里 ， 
我 们 指出 , 为 了 构造 高 精度 的 光滑 曲面 , 可 用 本 书 第 3 章 $3 
所 得 到 的 高 精度 样 条 曲线 去 构 作 乘积 型 台 近 上 曲面 ， 
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(7.9) 
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